
第 � 卷

�  ! � 年

第 ∀ 期

# 月

高 能 物 理 与 核 物 理
∃% &∋() ∗ + , + − . (∗+ /0 − 1 (∋ + 2

’

∃% &∋() ∗ , 3 )4+ ∗ − (∋

50 (
6

�
,

, 7
6

∀

8 9 : ; <
。

�  ! �

∋认 群 = >?≅ Α: 算符的作用

曾 高 坚
Β湖 南 师 范 学 院Χ

摘 要

本文运用作者关于 Δ3 Ε

群 ) 一. 级数的公式
,

全面地论述了 Δ 3 ,

群 Φ >?≅ Α:

算符的作用
,

分析了 Δ 3 ,

群 )Γ . 级数中重数的分布规律和确定了 ∋ Η ,

群 Φ >?≅ Α:

算符的零空间
6

计算有重数情形下 ∋ 3 # , 3 #
群的 Φ >?≅ Α: 系数

,

至今仍是一个没有根本解决的问题
6

分析 Δ姚
, Η #

群 ;Γ . 级数中重数的分布规律和确定 Δ 3 # ,
3 ,
群 Φ >?≅ Α: 算符的零空间

,

对这一间题的解决可能提供重要信息
6

关于 Δ3 # ,
Η ,
群的 )一 . 级数中重数分布规律的分析已有不少工作

,

可以举出文献

〔2一# Ι作为例子
6

4
6

)
6

ϑ> ΑΚ Α≅ <9 :≅ 和 Λ
6

Μ
6

47 Η; Ν 的分析具有普遍性特点
,

而且结论也

比较明确 Ο 特别是他们将 3 #
群。. 级数中的多重性同 3 #

群 Φ >?≅ Α: 算符的多重性联系

了起来
,

并以此决定了 3 #
群 Φ >?≅ Α: 算符的零空间

6

他们工作的缺点是所有关节量都未

作出统一表达
,

因而结果是零散的
,

不便于一般分析和实际应用
6

本文运用作者关于 ∋ 3 ,
群 ; 一. 级数的公式冈

,

详细地论述了 ∋ 3 ,
群 Φ >? ≅Α Ε

算符的

作用
,

分析了 Δ 3 ,
群 )一. 级数中重数的分布规律

,

确定了 Δ 3 ,
群 Φ >?≅ Α: 算符的零空间的

一般形式
6

本文对结果的表达是明确的和统一的
6

可以直接运用本文的结果去判定 Δ3#

群 Φ >?≅ Α: 系数的非零条件和探讨它可能的形式
6

另外
,

我们要指出
,

只要稍加推广
,

便

可将本文结果用于一般 3 #
群

6

本文第一节引用了作者关于 ∋ 3 ,
群 )一. 级数的公式

,

第二节描述了 ∋ 3 ,
群 Φ >?≅Α Ε

算符的多重性结构
,

第三节详细地论述了 ∋ 3 ,
群 Φ >? ≅Α Ε

算符的作用
,

是本文的主要部

分
6

一
、

�口#群的 )
一
. 级数

我们已经证明了 Π6Ι Ε

定理 � Ε
在 ∋ 3 #

群 )Θ . 级数

− Β几
, 拼�

Χ0 − Β几
∀内Χ Γ 田, Β几拌Χ− Β几产Χ Β�

6

�Χ艺侧

本文 � Ρ  年 Ρ 月 ∀斗日收到
6
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中
,
− Β孟拼Χ 由下式决定 Ε

又Γ 又, Σ 又∀ 一 , 一 ∀灸
, 产 Γ 一‘, Σ 产Ε 一 , Σ 魔

6

式中
, ,

左为整数
,

决定于

Τ 簇 ” 镇 ”二 6 Ε ,

Β�
6

∀ Χ

Β�
6

# Χ

二
Ε Ε

一
Ο·

Υ
ς � Σ , Ω , Ε ∀ Σ ς

,

�
� , 6

,

产2 十 约
, 二甲 火几2 个 ‘产2 宁 产∀夕 ,

∀

�
� , 6

,
6

、 �
Ξ ,

⋯ ⋯
6

二 , 叹Ψ ∀ 十 乙产∀ 十 约夕
, 气丁 火凡2 十 乙热 十 孟∀ 十 ‘脚夕

Ζ Λ

[,≅
‘。 Β 友Β 凌

二一Ε ,
·

Β�
6

[ Χ

灸
二 Ο。 Γ 一 ∴ >≅ Π Β

。 一 产、Χ]Β产
、一 ,

Χ Σ 拜, ,

Β
, 一 脚Χ]Β内 一

,
Χ Σ 脚

, 产� Σ 脚 一 , Χ
,

ς6
Ε Ε

一
Ο ≅

Ω
‘Ω Σ , Ω Σ Β一

, �

, , ‘, �

一 ,
一

、 , 、
2

: , 6 , 、

‘ ∀ 宁 约 个 气” 一 约少]气约 一 川 一 月 , 花
Γ

气几一个 几∀ 一 6 ⊥
Ζ

, Β
二
Χ 一 ΥΩ

,

‘3
。

才 Χ Τ

才 _ Τ
Β�

6

� Χ

而 − Β孟产Χ 的重数为

, Γ , Σ 2 一 Β
, 一 产、Χ , Β

” 一 产、一 互Χ 一 Β
” 一 科∀

Χ, Β
” 一 内 一 2Χ Σ 灸Π一

, Β左Χ Ι

一 ]Β产
Ε 一 ,

ΧΒ左Σ , 一 几Ε
Χ]Β灸Σ , 一 之Ε

Χ 一 ]Β产
, 一 ,

ΧΒ友Σ , 一 几⎯Χ

夕伏 Σ , 一 又,

Χ 一 夕Β
, 一 产, 一 (ΧΒ交一 之� Σ 脚为Β交一 几Ε Σ 脚Χ

一 ]Β
≅ 一 严, 一 �ΧΒ友一 又∀ Σ 产、Χ]Β卜

又∀ Σ 产Ε
Χ

6

Β�
6

α Χ

Β�
6

αΧ 式中的
, 和 及可由 Β�

6

∀ Χ 决定为

一含
【Β‘

Ω Σ ‘∀ 一 ‘, Σ , ‘, Ε Σ , 一 , Χ ,
,

‘一
合
‘Β‘

� Σ ‘∀ 一 ‘, 一 ‘, Ω Σ , 一 Ο , 】
6

Β�
6

ΡΧ

这个结果是非常优美的
,

而且用起来也很方便
,

因为其中的运算都是极为简单的
6

本文目的就是运用这个 )一. 级数公式来研究 Δ Η ,
群 Φ >?≅ Α: 算符的作用

,

分析 Δ Η ,
群

)州. 级数中重数的分布规律和确定 ∋ 3 ,
群 = >?≅ Α: 算符的零空间

6

二
、

∋姚 群 Φ >? ≅ Α: 算符的等价类

首先
,

我们简单阐述一下有关 Δ 3 #
群 Φ >?≅ Α: 算符的某些性质

6

我们采用 . Α2
’

β9≅ Κ 记号χ�Λ
6

依据这种记号
, Δ3 ,

群的不可约表示可用三个整数 �Τ � , ,

。。 ,

Τ� 表示
,

这里 ∴ 2, Χ , 刀 Χ Τ
6

其基矢则用

、、、
Λ

Ξ
,⊥6 6≅3

Π阴
Ε , , 。。 ,

Β∴ Χ
Β∀

6

�Χ

表示
,

这里 Β。Χ是排成三角形式的三个整数的简写
6
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6

群 Φ >ϑ ≅ Α: 算符的作用

∋ 3 #
群的 = >? ≅ Α: 算符

,

采用 . Α2
’

β9≅ Κ 记号
,

可取形式 χ,Λ

Β∀
6

∀Χ

、
、

、、ΞΞ了

≅3

刀幻
:
,

⎯、,
产

:尹入

�Ρ,Ξ‘、:2#

8

ΞΞΞ、、、

这里 【8 �# ,

8 。 ,
Τ � 是 Δ3 ,

群某个不可约表示
6

可以叫 Β∀
6

∀ Χ 为属于某一不可约表示

Π8 � # ,

8 Ρ# ,

ΤΙ 的 Φ >?≅ Α: 算符
6

算符的上半部分叫算符阵
,

其整数满足关系
Ε 8 , # Χ

:2 Ε Χ 8 。 》 : 二 异 Τ
,

:2 Ζ 妻 :2 、 Χ : ∀∀ Χ Τ
6

下半部分叫 . Α2
’

β9≅ Κ 阵
,

它也是由排成三角

形式的三个整数构成
6

由算符阵可构成三个数

砰Ο Γ : 22 ,

Φ 二Γ : Ο Ε Σ : Ζ Ε 一 : Ε、,

砰 Ο Γ 8 �# Σ 8 刀 一 : 2Ε 一 : , , ,

Β∀
6

# Χ

它们叫 = >? ≅ Α: 算符 Β∀
6

∀ Χ 的 , 阵
”

ΒΚΑ2
χ9
Χ

6

从 Β∀
6

#Χ 可见
,

Φ >?≅ Α: 算符 Β∀
6

∀Χ的 ! 阵
,

没有将算符阵唯一确定
,

即不同的算符阵

可以有相同的 。阵
,

它们的差别仅在于 :2 ,
或 : 二不同

,

但和 :2 Ζ Σ : Ζ⎯ 是相同的
6

我们

把具有相同 占阵的 = >?≅ Α: 算符叫做一个等价类
6

在一个等价类中
,

算符可以有好几个
6

Φ >? ≅Α: 算符 Β∀
6

∀ Χ有哪些可能的等价类δ 为了回答这个问题
,

我们来研究一下
,

牙Ο
,

Φ 二可能取哪一些数值
6

由 Β:Χ 满足的条件
,

显然
,

= Ο Γ :2 、 可取满足 Τ 成 才 Ο 毛 8 、# 的

一切数值
6

至于 才二
,

由Β∀6 # Χ第二式
,

我们有 8刀 十 :二 一 Φ Ο Β Φ 二Β 8 , , Σ :二 一 Φ Ο
6

如果 Φ Ο Χ 8 乃 ,

因为 :。 成 8 ∀ # , :刀 的最大值可取为 8 ∀ # Ο 又因为 Φ 二不能为负值
,

几
,

的

最小值只能取为 : 二 Γ = Ο 一 8 刀 ,

这样 Τ 镇 Φ Ο 《 8 2, Σ 8 ∀ # 一 津Ο
,

如果 (犷 Ο _ 8 刀 ,

因为 : 刀 Β :2 , Γ 分 Ο
, :二 的最大值只能取为 甲Ο

,

又因为 8 刀 一 Φ Ο 为正值
, : 二 的最小值

可取为 。,

这样
,

8 Ζ , 一 附Ο Β = Ο 《 8 , ,
6

总之
,

= >? ≅ Α :
算符 Β∀

6

∀ Χ 有这样一些可能的

等价类
,

它们的 占阵满足

Τ Β = Ο Β 8 Ε , ,

Β= 2一 8 。Χ(夕Β砰艾一 8 ∀ #
Χ 一 � �《 附二《 8 � # 一 Β= Ο 一 8 乃为ΒΦ Ο 一 8 ⎯# Χ

,

Β∀
6

[ Χ

很容易算出这些等价类的总数目
6

已经指出
,

在一个等价类中
,

算符可以有好几个
6

如果令 :孟
,
:轰表示 : 2,

的最大值和

最小值
,

则一个等价类中算符的总数 目为

,
,

Γ 1石一 :石Σ 2 ,

Β∀
6

� Χ

:孟
,

和 :石的数值是不难求出的
6

例如由 :2
Ζ

Γ 8
Ε # Σ 8 , # 一 砂 Ο 一 : 二 ,

如果 附ΟΧ

8 Ρ# ,

则取 : 二 Γ Τ 便得 : 、∀
的最大值 :立Γ 8 2 , Σ 8 , , 一 Φ 二Γ 体 Ο Σ 附 ΟΟ 如果 Φ Ο _

8 ∀# ,

则不能取 : ∀∀ 为 Τ ,

否则 :2 Ε Χ 8 , # ,

这时应取 : 二 Γ 8 , # 一 Φ Ο
,

因而 :几Γ 8 , # 6

用同样的论证方法可以求出 :吞
6

我们将各个情况下的 :孟
, :轰的数值列在表 � 内

6

根据

这个结果
,

可以将 :衣
, :轰统一表成

:石二 8 Ε , 一 Β才二一 8 。Χ]Β砰Ο 一 8 ΖΔ
Χ

,

:石Γ 8 ∀# Σ Β牙Ο 一 8 刀Χ夕Β平 Ο 一 8 。Χ Σ Β牙 Ο 一 8 ∀ #
Χ]Β砰卜 8 Ζ ,

Χ Β∀
6

α Χ

这样
,

丫 一 8 。 一 8 。 Σ � 一 Β砰Ο 一 8 。Χ]Β砰卜 8 ⎯#
Χ 一 Β附卜 8 , ,

Χ夕ΒΦ卜 8 。Χ

一 Β才Ο 一 8 ⎯9 Χ夕Β砰卜 8 刀Χ Β∀
6

夕Χ
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(((’轰轰 :几几

=== 二Χ 8 , ### = Ο》8
, ΔΔΔ 珍Ο 十 = 二二 8

6 , 一 甲 ΟΟΟ 8
Ε , Σ 222

砰砰砰二_ 8
Ε ,, 8一一 8

Ε , 一 甲 ΟΟΟ = 二Σ 222

甲甲 Ο_ 8”” = 二尧材一一 = Ε 小 = 二二 甲 竺竺 = 二小 ���
一一一

一长于
Θ

一一一份二二
一一一万下一Θ

ΓΓΓ

二六气六下下
甲甲 ΟΧ 8

, ,,

一书井井一一
6 6 � 冲冲 :] ((( 。 , 一# ΑΑ 厅 2 ,

口 ‘‘

66666666666 6
叫

,
目卜

6
6 卜

6 66 6 666

66666666666 6
Θ 6

一
,,

甲甲甲 #多8
Ε ,, 伴玉十 附 >>> 伴玉玉 伴 >十 222

ΘΘΘ
‘
‘Γ Θ Γ Θ

6 ‘6 6
‘
目 , 6 门

一Θ
6 6 6 6 6 6

6 6
6 6 6

口6
6 66

一一 附 Ο_ 8
Ε ΔΔΔ 8一一 甲二二 8 , Ε 一 砰 Ο Σ ���

333 尹, ‘碑沪 扮才
εεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεεε

甲甲甲二》8
Ε ,, 律 Ο Σ 律共共 8

Ε ,,

总结一下这节的概念是 Ε 属于不可约表示 Π8 , # 8创 Ι的 Φ >?≅ Α: 算符 Β∀
6

∀ Χ 包括若干

个等价类
,

其 占阵由Β∀
6

叻决定 Ο而每一等价类中又包括若干个算符
,

其数目由Β∀
6

ΡΧ决定
6

三
、

�姚 群 Φ 记≅ Α: 算符的作用

现在
,

我们将属于不可约表示 〔8 , #8动 Ι 空间的 Φ >?≅ Α: 算符 Β∀
6

∀ Χ 作用于不可约

表示 【。 �# ∴ 刀ΤΙ 的空间上

Ξ
一

Β: Χ

φ
48Υ

#

峥
Τ ,

φ 仁8 Χ

〔。Ε ,
。,

、
、阴少 Ξ

Β#
6

�Χ

、φΞΞΞ

我们要详细地研究这种作用
6

�
6

= >‘≅ Α : 算符对一给定不可约表示空间作用的总效果

Φ >?Η Α: 算符 Β∀
6

∀Χ 对一给定不可约表示 Π , 。∴ 7 Τ� 空间作用的总效果是将它变到一

系列不可约表示 〔∴ Ο
#∴ 云ΤΙ 空间中去

6

确定这一系列不可约表示 【。 Ο
# , 加 Ι 空间和它出

现的次数这一问题等价于去确定 Δ 3 #
群 )一. 级数

Π , , #。”7 Ι因 Π8 Ε # 8
∀

川 Γ 万田, Β∴ Ο
#∴ Ο

#Τ Χ Π。 Ο
#∴ Ο

#Τ � Β#
6

∀ Χ

中的不可约表示 【∴ Ο
#。加 Ι 及其重数

6

运用 Δ3 #
群不可约表示的两种表征 − Β几产Χ 和 【∴

”。。ΤΙ 之间的关系【‘,

∴ 2, Γ 孟Σ 产 , 。, Γ 孟
6

Β#
6

#Χ

在 Β�
6

�Χ一Β�
6

ΡΧ 中
,

分别以 Π。 Ε #∴ 7 7 Ι
,

Π8
Ε #8 7 7 Ι 和 Π , 石二汤Τ Ι 代替 − 。

Ε户Ε
Χ

,
及以

⎯产⎯

Χ

和 − Β几拌Χ
,

即可解决上述问题
6

∀
6

= >, Α: 算符中不同等价类对一给定不可约表示空间的作用

Φ 咭≅Α :
算符 Β∀

6

∀ Χ 包含若干等价类
6

这些等价类对一给定不可约表示 Π。�# Τ ∀# Τ� 空

间的作用并非相同
,

即不同的等价类要将【∴
2# ∴ ⎯# Τ� 空间变到不 同的不可约表示空间中去

,

有的还要将〔∴
Ε
洲∀# ΤΙ 空间化为零

6

如果在前面的 )
一. 级数公式 Β�

6

�Χ一Β�
6

ΡΧ 中
,

改用 . Α2
’

β胡Κ 记号
,

即作代换 Β#
6

# Χ
,
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群 Φ >?≅ Α: 算符的作用

并将整数
,
和 及用 Φ >?≅ Α: 算符 Β∀

6

∀ Χ 的 占阵来表示
,

则可清楚地看出这一点
6

事实上
,

在 Β�
6

∀ Χ中作代换 Β#
6

# Χ
,

便得
Ε

。 Ο
# Γ ∴ Ε Ο Σ 8 �# 一 Ζ≅ 一 反

, , Ο
# 一 。乃 Σ 8 ∀# 一 , 一 ∀友

6

另一方面
,

我们知道
,

当将 Π。 Ο办公Τ Ι 空间的基矢用 Π二 ��。二Τ Ι 和 Π8 Ο #8 器Τ Ι

矢表示时
,

变换系数就是 Φ >?≅ Α: 系数

Β#
6

[ Χ

空间的基

Β#
6

� Χ

、
、

φΞ了Ξ
八曰甘

四∴叨

、、、ΞΞΞΒ: Χ

Π8 , Δ8 乃Τ Ι

Β8 Χ

Ξ ΞΞ
、

、、

了
「
巧

#

Ε扮
。,

φ
、用 产

这里囚

, Ο
# 一 。 � # Σ = Ο 一 = 二

, 。三
# Γ ∴ ∀ # Σ = 二一 = Ο

6

Β#
6

α Χ

比较 Β#
6

[ Χ 和 Β#
6

α Χ
,

则得 Ε

。 Γ 8 2Ο 一 = Ο
,

灸Γ 8 乃 一 = Ο
6

Β#
·

ΡΧ

在 Β�
6

�Χ 一Β�
6

ΡΧ 中作代换 Β#
6

#Χ 和 Β#
6

ΡΧ
,

便可将定理 � 以新的记号重述一遍
,

特别是注

意到关于
≅
和左的条件化成了关于 = 复和 = Ο 的条件

,

我们即可得到下面的重要结论
6

定理 ∀ Ε Φ 咭
≅ 二 算符 Β∀6 ∀ Χ

,

只有当它的 占阵既满足

Τ 提 砰 Ο 成 8 �� ,

Β=卜 8 , #
Χ Π ]ΒΦ卜 8 Ο9Χ 一 � Χ成 = 三《 8 , # 一 ΒΦ Ο 一 8 ∀ #

Χ]ΒΦ Ο 一 对
∀ #

Χ
,

Β#
6

! 9

Χ

同时又满足

,

, ‘,Λ666

、 Ο Χ ∴ 二

Ω
、 �#

一
8 ∀#

一
Σ 。刀 ,

合
Β8

� # Σ 8 Ζ# 一 ’。 �# Σ , ∀ #
,

= 三镇 ∴ >≅ Π。 � # 一 。妇 Σ = Ο
,

8 刀 Σ 。, # 一 二乃 一 Β∴
, # 一 。妇 一 8 ��

Σ = 毛Χ]Β∴ 29 一 ∴ 路 一 8 、# Σ 牙艾Χ Ι
,

Β#
6

ΔγΧ
, , , ,

、 β 2

伴 ∀

笋 ∴ 9 η 2一 气似 �# 十 8 乃 一 冲 η

一 娜 ∀ #夕一
8 � # 十 8

∀ # 一 伴 2

4 ∀
一 脚、#

, 66666Λ

、Λ
�

�子 且

! ∀二、# 一 ∃ % & 一 ∋ 、( ! ) #∗ 夕∀。。一 。 +( 一 ∋ 、( ! ,

时
,

它才将不可约表示 【∃ −( . /0. 〕空间变到不可约表示 〔。 #
(。却 1 空间去

,

这里

, 拉2 。 −( ! , # 一 , #
,
。汤2 。/0 ! , # 一 ) 二

�

∀ (
�

3 ∗

4。 #0∃ 公5 1 的重数为∀由 ∀ −
�

6 ∗ ∗

7 2 ∋ 、( 一 , # ! − 一 ∀∋
+( 一 , #∗夕∀∋ 。 一 ) # 一 −∗

一 ∀∋ 8, 一 ) # 一 ∃ −( ! 。动夕∀∋
8 , 一 ) 8一 。 & ( ! ∃ % , 一 8 ∗

! ∀∋
+ ( 一 , 二∗ 4 − 一 9∀∋ %& 一 砰二∗ 1

一 9 ∀∋ 刀 一 , # 一 8 ∗ ∀∋
# , 一 ) # 一 。+( ∗ 9 ∀ ∋

−( 一 , 二一 。乃∗

一 9 ∀ ∋ − ( 一 ) # 一 ∃ 8, ! , 刀 一 −∗ ∀。
−( 一 , 刀 一 ) 二∗ 9 ∀。 , , 一 ∃ , , 一 ) 玉∗

一 夕∀) 呈一 ∋动 ∀) 二一 。 #0∗ 夕∀, # 一 二 #0∗

一 9∀, 二一 ∋ 、( ! 。、( 一 � 动 ∀) 二一 ∋价9 ∀, 二一 ∋ 刀∗ ∀ (
�

:5 ∗

如果条件 ∀ (
�

;∗ 不满足
,

) <=> ?: 算符 ∀ +� + ∗ 便将 〔∃ −( , +( 51 空间化为零
�

注意 & ∀ (
�

≅0
,

Α∗ 都是由 ∀ −
�

( ∗
、

∀ −
�

Β 变换而来
,

是我们有意识地将它们分成了两组
�

∀ (
�

≅0∗ 不是别的
,

正是 ) <=> ?: 算符的 占阵满足的条件
�
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这个定理清楚地告诉我们 Ε 不同等价类的 Φ >?≅ Α: 算符对 〔, �# , 砂 � 空间的作用是

不一样的
,

或将它变到不同的不可约表示〔∴ Ο
#。公ΤΙ 空间中去

,

或将它化为零
6

根据这个定

理
,

如果 Φ >?≅ Α: 算符的 占阵不满足Β#
6

�Χ
、

则相应的 Φ >?≅ Α: 系数Β#
6

�Χ 必定为零
6

#
6

= >, Α: 算符中任一给定等价类对不同不可约农示空间的作用

现在将 Φ >?≅ Α: 算符 Β∀6 ∀ Χ 一给定等价类 Β其 α 阵按 Β∀6 Μ 已给出Χ 作用于任意不可

约表示 【∴ 2
尹”ΤΙ 空间上

6

我们来研究一下这一给定等价类要将怎样 的不 可约表示

【。。

如ΤΙ 空间化为零
,

或者如果结果不为零
,

由之产生的不可约表示 【∴ 七。加 Ι 空间
,

特

别是它的重数怎样随 【。 �
户 ∀# ΤΙ 的变化而变化

6

我们利用 Β#
6

�ΤΧ 来研究这个问题
6

这时
,

Β#
6

�ΤΧ 中的 , 就是 Φ >?≅ Α: 算符 Β∀6 ∀Χ 中

这一给定等价类作用于任意不可约表示 【∴ 2# 7 ⎯# Τ� 空间时产生的不可约表示 【∴ Ο
#。加〕

的重数
6

因为 8 �# ,

8 ∀# ,

砂 Ο
,

砂二都是给定的
,

可将, 视为整数 , 。 , , ∀# 的函数
6

为了分析这个函数
,

我们将 Β#
6

� ΤΧ 重写成

, Γ ,Τ Σ ,2 Σ 从
,

,Τ Γ 8 2, 一 8。 Σ 2 一 ΒΦ Ο 一 河乃Χ]ΒΦ Ο 一 8 ∀ #
Χ 一 ΒΦ Ο 一 8刀Χ]ΒΦ 玉一 8乃Χ

一 Β牙二一 8 ”Χ]Β=二一 8二Χ
,

,� Γ Π一 8 。 Σ = Ο Σ Β= 二一 8动 , ΒΦ 二一 8 。Χ Σ η , 一 Β
η Ε 一 Φ 三Χ, Β

η , 一 Φ ΟΧ�

ι 夕Β8
�# 一 = Ο 一 � 一 η 、

Χ
,

叭 Γ 一 ]Β= 2一 8 ∀ #
ΧΒ= Ο 一 勺Χ]Β=二一

η Ζ

Χ 一 ]Β8 ⎯# 一 = Ο 一 2Χ
η Β8

� # 一 = 二一
η Ζ

Χ, Β8
�# 一 评卜

η Ζ

Χ
6

Β#
6

� �Χ

式中已令
二Ε Γ 。 2, 一 。 ⎯# ,

朴 一 。二
6

,0 不包括
η Ε ,
朴

,

,2 只包括
η Ε ,

从 只包括 朴
6

首先来分析,(
6

将 , Ο
重写成

, 2 ‘ Ε , ]Β8
、# 一 = Ο 一 2 一 η ,

Χ Π 2 一 ]Β
η 、一 = 三ΧΙ Σ ]Β8

, # 一 = Ο 一 � 一 η ,
Χ Π一8 、#

Σ = 2Σ Β牙二一 8 。Χ]Β=二一 8 ∀ #

Χ Σ Φ 三]Β
η Ο 一 牙压Χ(

,

Β#
6

� ∀ Χ

令
η
全Γ 8 �# 一 = 艾一 Β= Ο 一 8动]Β= Ο 一 8 ΖΔ

Χ
,

Β#一# Χ

不难证明
,

如果 η 2 Χ

Τ
,

妞
,

则 , 、
为常数 ΒΤΧ

,

如果
η 2 _ 通

,

则 , ,
是

η Ο
的线性函数 Ε

η Ε 一 衬、# Σ 牙 Ο Σ Β砰二一 对。Χ夕Β砂二一 8 器Χ
,

η Ε Χ η
全

二 , _ 理
Β#

6

�[ Χ

事实上
,

当
η Ε Χ 嫂 时

,

8 。 一 Φ卜 � 一 η ,
Β 8 Ε # 一 Φ卜 2 一 η

卜 Β= 二一 8 妇Χ]Β= 二一 8 ∀ #

Χ 一 2 ,

二 Ε 一 Φ 二Χ ΒΦ Ο 一 8动 Π 2 一 夕Β砰二一 8 乃ΧΙ
6

如果 Φ 二Χ 8刀 ,

则
二 Ο 一 Φ 三Χ 7

,

因而 , Β
η 、一 = ΟΧ Γ 2 Ο 如果 砰 Ο _ 8。 ,

则 8 � # 一

牙Ο 一 2 一 二 2 _ 7
,

因而 , Β8
, , 一 牙卜 2 一 η Ε

Χ Γ Τ ,

而 夕Β
二Ο 一 Φ二Χ 气 � 和 夕Β8

,

厂
Φ 二一 � 一 η ,

Χ Γ Τ 都会使 , , Γ Τ
6

当
二 , _ η

全时
,

由于
η , 一 = 三_ Τ , ]Β

Ε � 一 Φ 三Χ Γ Τ Ο 8 �# 一 Φ卜
� 一 η 2 妻 一 2 ,

]Β8
Ε # 一 = Ο 一 2 一 η 2

Χ Γ �
6

很容易将 , ,
化成 Β#

6

�[ Χ 的第二式
6

再来看从
6

将从 重写成

从 Γ η Ζ Π]Β= Ο 一 8 ∀ #
Χ]Β= 二一

η Ζ
Χ Σ ]Β8 刀一 Φ Ο 一 �Χ]Β8

、# 一 = 三一
二∀

Χ 2
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一 夕Β牙 Ο 一 8刀 Χ牙妙Β砂二一
二⎯

Χ 一 夕Β8
ΖΟ 一 = Ο 一 �ΧΒ8

Ε #

一 甲二为Β8
, Ο 一 = 二一 介Χ

6

根据同样的方法
,

如果令

摺 Γ 8 Ε # 一 砂二一 Β= Ο 一 8 ”Χ]Β砂Ο 一 8 妇Χ
,

则 丛 当 勺 Χ 诏 时为常数 ΒΤΧ
,

当
η Ζ _ 砖 时

,

是
二∀
之线性函数

,

即

Β#
6

� �Χ

Β#
6

�α Χ

姚 Γ
Τ

,

二∀ 一 8 Ε # Σ Φ 二Σ Β牙 Ο 一 材 ⎯#
为Β牙 Ο 一 对”Χ

6

对, 作了上述分析后
,

便可以确定重数 , 在
二Ε Γ , �, 一 。Ρ#,

η Ε Χ 诏

勺 _ 摺

之∀ Γ 幼妇

Β#
6

�ΡΧ

空间中的分

布规律了
,

我们在
二Ε 一 η Ε

平面内
,

画出
二Ο Γ 理

,
η∀ “ 诏 两条直线

6

这两条直线将
二Ε 一 幻 平面划分为四个区域

6

将 Β#
6

�叻 和 Β#
6

�ΡΧ 代人 Β#
6

��Χ
,

便可求得在这四个区域

中, 的表式为

区域 Β2Χ Β
二 Ε 异 月

, η Ζ Χ 摺Χ Ε

, Γ 8 Ε , 一 8 路 Σ 2 一 Β=卜 8 刀Χ, Β=卜 8 Ε #
Χ 一 Β=二一 8乃Χ]Β=卜 8乃Χ

一 Β=卜 8 Ζ ,

Χ夕Β= Ο 一 8劝
,

Β#
6

�!Χ

区域 Β≅ Χ Β
η Ε _ 刁

, 二, Χ 砖Χ
6

, Γ =卜 8刀 Σ � 一 Β=卜 8刀Χ夕ΒΦ Ο 一 8 乃Χ

一 Β=卜 8动 , Β=卜 8 刀Χ Σ η , ,

Β#
6

�  Χ

区域 Β���Χ Β
η Ε Χ 谓

, η Ε _ η
罗Χ Ε

, Γ 评卜 8” Σ � 一 ΒΦ卜 8妇Χ夕Β砰 Ο 一 8
∀#
Χ

一 Β= 二一 8 , Χ夕ΒΦ卜 8 ∀ #
Χ Σ η Ζ ,

Β#
6

∀ ΤΧ

区域 Β(ϕ Χ Β
η , _ η

全
,
朴 _ η

约Ε

, Γ 一= 二Σ � 一 Β=卜 8动夕Β=卜 8 Ζ
办Σ η 2 Σ η ∀

6

Β#
6

∀ � Χ

在区域 Β2Χ 中
,
, 为常数

,

它恰好等于给定等价类中算符的总数目 〔Β∀
6

ΡΧ〕
6

在 Β��Χ
,

Β���Χ
,

Β(ϕ Χ 中
,
, 分别为

η , , 二Ε
和

η 、 Σ η Ε
的线性函数

6

在区域 Β2 Μ 中
,

随着
η ,
的逐一减小

,
, 也逐一减小

6

令 , Γ Τ ,

可以求得重数为 Τ

时的
η Ε
值为

η , Γ η
护6 8 Ζ, 一 = Ο Σ Β=二一 8 。Χ]ΒΦ Ο 一 8 刀Χ Σ Β= Ο 一 8 ∀ #

Χ]Β= 三一 8 。Χ 一 �
6

Β#
6

∀ ∀Χ

很容易证明
Ε
才 Χ 一 �

6

在区域 Β∴ Χ 中
,
, 随

二 Ε

的逐一减小而逐一减小
6

使 , Γ 7 的
η Ε
值为

η Ζ Γ 二
宝
‘

Γ 8 刀 一 = 三Σ Β= 二一 8动夕Β=三一 8动 Σ Β= Ο 一 8动夕Β= 二一 8 。Χ 一 �
,

Β#
6

∀ #Χ

显然
,

珍 Χ 一 �
6

在 Β2 ϕ Χ 中
,

, 是
η , 十 二 ∀

的线性函数
,

随
η , 十 η Ε

的逐一减小而逐一减小
6

, Γ Τ

时的
Ε Ε Σ η Ε

值为
‘ Ε Σ η Ζ Γ ; Γ = 二Σ Β= 二一 8 ∀ #

Χ, Β= 二一 8 Ζ,

Χ 一 �
6

Β#
6

∀ [Χ

图 � 画出了重数 , 在空间 翔一
η Ζ
的分布规律

6

实线 2 Γ 肠
。

标志的是 , Γ ,Τ 的

线 Ο在它的右上角区域中
,
, 也都等于 ,0

6

实线 2 Γ 2。 标志的是 , Γ Τ 的线 Ο 在它的左
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边
、

下边和左下角
,

即画阴影的区域中
,
, 也为 Τ

6

虚线 2 Γ 场
。一 , 标志的是 , Γ ,Τ 一 友

的线
‘

表 ∀ 列出了唯一的八种特殊情况下的有关数值
6

很容易画 出与之相应的重数图
6

表 ∀

惰惰 况况 η
:::

η
呈呈

二

护
‘‘ η

护
‘‘

, 777

评评(妻8
Ε ,, 牙主Χ 8

Ε ,
、、

附 ΟΧ 8
Ε ,,

平二二 = ΟΟΟ 甲共一8
Ε , 一 222 恻二一8

Ε , 一 ��� 8
Ε Δ Σ ���

甲甲甲甲二_ 8
Ε ,, 8

, , 一 甲益益 甲二二 甲鑫一8
, , 一 222 一 222 = 二Σ 222

砰砰砰是_ 8”” 砰ΟΧ 8
Ε ,, 分二二 = ΟΟΟ 一 ��� 砂Ο 一分二一 222 牙二Σ ���

甲甲甲甲 Ο_ 8
Ε ### 8

Ε , 一 甲ΟΟΟ 即 ΟΟΟ 一 222 8
Ε # 一律二一 222 8

, , 一 附 Ο十 222

=== Ο _ 8
, 、、 牙二Χ 8

Ε 、、

甲ΟΧ 8
Ε ,, 即二二 8

Ε , 一 砰主主 砰二一 = Ο一 222 班二一 8
Ε , 一 222 牙 Ο Σ ���

======= Ο _ 8
Ε ,,

8
, , 一 甲ΟΟΟ 8

Ε , 一 Φ 二二 甲二一 = Ο一 ��� 一 ��� 8 , , 一甲二Σ ���

===== Ο_ 8
Ε 、、 评Ο Χ 对

Ε ,,

牙 ΟΟΟ 材
� , 一 =二二 8

Ε , 一冲 Ο一 222 甲二一附 Ο一 222 几了
, , 一砰 Ο Σ 222

班班班班 Ο _ 8
Ε ### 8

, , 一 邵 ΟΟΟ 8
Ε # 一 附二二 8

Ε , 一 甲卜 222 8
Ε , 一 甲二一 222 8

Ε , 一8
Ε # Σ 222

总结一下本段的工作
,

可以给出如下结论 Ε

定理 # Ε 给定一个 占阵为 ΒΦ Ο= ΟΦ 二Χ 的 Φ >?≅ Α: 算符的等价类
,

只有当不可约表

示 Π。 , #∴ ∀ΔΤ Ι 满足

, Ο # Χ ; Σ 2 , ‘∀ # Χ 二
穿Σ 2

, 。, # 一 。刀 Χ Ε
扩
、

Σ �
6

Β#
6

∀ , Χ

时
,

该等价类作用于 汇。 , # , ∀# ΤΙ 空间
,

才给出非零结果
,

而且产生的不可约表示 〔∴ Ο
#。加〕

空间的重数在 Β对 成 俩
# 一 , ∀# 提 刁

,

珍 《 。 ∀# Β 诏Χ
,

Β珍 Β 二 �# 一 。。 成 君
, , , # Χ

图 ∀

ηΕΧ 和 Β。
� # 一 。乃 Χ 嫂

,

对 Β ∴ 刀 Β 二
约 区域中分别是 ∴ �# , 。 �# 一 。。 和 。乃 的线性函

数
,

在 Β∴
�# 一 。∀# Χ 月

, ∴ ∀# Χ η
约 区域中则为常数

,

即等于该等价类中算符的总数目
6

如果 【。 �# 二 ∀# Τ� 不满足条件 Β#
6

∀ � Χ
,

则该等价类要将其空间化为零
6

我们还要提一下
,

根据本段的分析
,

可以很容易地用图解方法判定一 给 定 等价类

Φ 电
≅ Α: 算符对任意不可约表示空间的作用

6

例
Ε Β8 、# 8 7 7 Ι Γ 〔� Τ

, � , 7 Ι
,

ΒΦ ΟΦ 三Φ 二Χ Γ Β#
,

Ρ
,

, Χ
6

由表 ∀ 知
, η
全一 Ρ

, η 罗Γ # ,
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η
护Γ # , 二

犷Γ 一 � ,

,Τ Γ [
6

这个等价类算符作用于 【�
,

�
,

ΤΙ 和 【α
, � ,

ΤΙ 空间时
,

将

其化为零 Ο 作用于 Π �#
,

!
,

Τ� 和 〔�∀
,

七 Τ� 空间时
,

分别将其变为重数为 ∀ 的 〔� � ,

�Τ
,

ΤΙ 空间和重数为 [ 的 Π �Τ
,

α
,

ΤΙ 空间
6

[
6

= 细的
: 算符给定等价类中

,

不同算符对同一不可约衰示空间的作用

现在我们要向 Ε Φ >?≅ Α: 算符二给定等价类中
,

不同算符对 同一不可约表示空间的作

用是否相同δ

回答是 Ε 可能相同
,

也可能不同
6

后一句话的意思是 Ε 同一等价类中的算符
,

可能有

的使 【, �# 。二ΤΙ 空间变为零
,

有的则不
「

,

就是说
,

〔, �# , ∀# Τ� 空间可能是同一等价类中一

个或几个算符的零空间

二
事实上

,

根据前一段的论述
,

如果不可约表示 β7 �#二 ∀

川 的字母满足

。 Ε # 一 , ∀ # Χ Ε
全

, 。∀ # 妻 η全
,

则 Φ >? ≅ Α: 算符的 占阵为 Β砂 Ο附三牙二Χ 的等价类作用于 Π , 、#Τ ∀ #Τ Ι 后
,

产生的 〔。 Ο
Δ∴ Ο

#Τ Ι

的重数为 ,Τ
,

它恰好等于该等价类中算符的数目
6

这时
,

该等价类中没有一个算符能够

将 〔。�# ∴ 乃ΤΙ 空间变为零
6

用 4 ‘
表示处于 2 Γ (, 。一‘

线上的空间的集合
,

据前段论述
,

又可知道
,

如果 【、 �# 。动 Ι

空间处在 4 Ε
中

,

那么 【。 Ο
#。加】的重数即比等价类中算符的数目少 � ,

就是说
,

这时等价

类中有一个算符要将 【。 �# Τ ∀#0Λ 空间变为零
,

亦即 〔。 、#∴ ∀# ΤΧ 空间是等价类中一个算符

的零空间
6

我们将这个算符简单地用它的算符阵来表示
,

记为 Β:2 Χ
,

于是

Ξ Β
: ,

Χφκ
〔, ,

φ

φΥ笼ΥΞκΒ∴Χ Ξ
一 。’ 4“’〔“ �6

如果 Π。 �# ∴ ∀ #7 Ι 处在 乙∀

中
,

那 么 Π , �#。乃。Ι 空 2’ΑΚ 将是等价类中两个 Φ >? ≅ Α :
算符的

零空间
,

其中一个为 Β:2 Χ
,

另一个记为 Β几Χ
Ε

溯幼
Θ 。,

【用」〔
423 如

Β洲幼
Θ 。,

【。」〔4⎯6

余此类推
,

如果 〔∴ �# Τ ∀ #ΤΙ 处在 26 Γ
·

2。 线上
,

则等价类的所有 Φ >?≅ Α: 算符都将

〔。 �# 二∀# ΤΙ 空间变为零
,

就是说
,

〔∴ 2# Τ ∀#Τ� 空间是全部等价类中算符的零空间
6

处在

2 Γ 2。 线以左
、

以下和左下角的 Π∴ �# 。乃ΤΛ 空间
,

当然也全是等价类所有算符的零空间
6

这个事实告诉我们
,

一等价类中的算符 Β:
,

Χ 同空间集合 4 ,
有着一定的对应关系

,

即

4 ,
是 Β:

,
Χ 的最大零空间

6

显然
,

可以用最大零空间来表记一个 Φ >?≅ Α: 算符
6

四
、

研究 Φ >如Α: 算符作用的意义

研究 Δ 3 Ε
群 Φ >?≅ Α: 算符的作用

,

对解决有重数情形下 Δ Η #
群 Φ >?≅ Α: 系数的计算

问题将提供重要信息
6

首先
,

研究 ΔΗ #
群 Φ >?≅ Α: 算符的作用

,

可以使我们判定 Δ Η #
群

Φ> ?≅ Α: 系数非零的条件
6

例如
,

Φ >?≅ Α: 系数
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�
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8阴

,:、

�、少

、
、

Χ
了

ΔΔΔ∀ : ∗

4 −5
,
;

, 5 1

∀∋ ∗

ΔΔΔ、、ΧΕ月
,

,∗
(幼

,Δ‘、
,

,、Φ

Δ ΔΔ、Χ

是等于零的
,

这是因为在这里
,

∀) #砂三) #∗ 2 ∀ (
,

Γ
,
; ∗

,

算符的等价类要将 4 , ,
8

, 5】

空间化为零
�

其次
,

研究 Η Ι ,
群 ) <=> ?: 算符的作用

,

促使我们考虑 Ηϑ ,
群 ) <, ?: 系数

应当具有怎样的形式
�

例如
,

用 Κ〔。掩1 Λ表示处于图 −− 2 Μ 7
。一, 线上不可约表示空间的集

合
,

即 Κ 4 , 花1 Λ 2 Ν , ,

那么
,

, <= > ?: 系数

∀#瑕系Ο⋯幼
当 ∃ 8( 一 。 +( ∗ 遇时

,

应包括因子 式∃ 乃 一 ∃轰一 − ∗ # 当 , + ( ∗ 诏 时应包括因子 妊∀ , −#

一 。动 一 ∀ , 各一 ∃ 轰∗ 一 −− # 当 ∃8
( 一 ∃ 。 Π 刁

, ∃ +( Π 二
全时应包括因子 八∃8

, 一 ∃各一

−∗
�

因为这些因子可以保证当 4二 1 〔Ν< ∀< 2 左
,

友! − ,

⋯
,

75 ∗ 时
,

上述 ) <=> ?: 系数

为零
�

至于这些因子在 ) <=> ?: 系数中以怎样的函数形式出现
,

那是有待进一步解决的

问题
�
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