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非均匀介质中电磁级联方程的

统一解析解
‘,

彭守礼 赵树松
9云南大学: 9中国科学院高能物理研究所:

摘 要

本文引入复卷积法解析地获得非均匀介质
—

分布密度为任意连续或有限

个间断
—

中三维电磁级联方程的严格解
4

它包含着∋ 近似与; 近似
,

均匀与

非均匀介质的统一描述
,

从而扩展了西村纯一镰田的古典结果
4

一
、

引 言

均匀介质中三维电磁级联理论在六十年代业已成熟川
4

西村一镰田函 数一直是计算

电磁簇射分布的基础
4

非均匀介质中的级联理论
,

具体的宇宙线研究都关注它的发展田
,

因为它9例如真实地球大气介质:将使等效级联单位变换下均匀介质级联方程不依赖物质

特性的标度遭到破坏
4

同时级联涨落所依赖的簇射始点起伏直接与介质密度变化率紧密

相关即
,

这些都带有相当的重要性而是均匀介质理论所未能描述的
4

鉴于非均匀情况
,

传

播方程略为复杂
,

求解变系数多变量的积分微分方程组
,

无论在解析解或数值解方面都

较烦难
,

以致进展缓慢
4

近年宇宙线研究能区不断提高
,

前 <.
8 . =7 >!. 法与后解析法交

混9# ?≅> ΑΒ : 趋势加强
4

解析法处于混合法后半段
,

簇射贯穿深度进人大气较稠密部分
,

密

度效应成为超高能区不可忽视的图象田
4

发展非均匀介质中传播的解析理论将是有意义

的
4

本文与 #
4

. Β7 Χ5� 不同
,

这里引入复卷积的算子表示法
,

解析地获得三维电磁级联在

任意非均匀介质中的精确解
,

它适用于介质密度分布是任意的
,

即数学上是连续或有限个

间断
,

从而推广了西村
一
镰田的经典结果

4

由于介质是任意的
,

我们的结果便于自动返回

均匀介质即 沙9Χ: Δ � ,

从而易于作对比分析与修正
4

运用这个解析解我们将在后文ΧΕ� 讨论一些非均匀介质中所出现的一些有意义的物理

问题 Φ 超高能下的横向分布
,

近水平簇射的非几何修正
,

传播介质跳变等
4

三维解析结果

有助于对簇射传播的整体行为的了解
,

并与 <
4

= 法起相辅相成的作用
4

本文附录给出了适合于一大类非均匀介质中的宇宙线级联传播方程的解
4

当积分微

分方程中的积分核在函数变换下可分离变量
,

而微分算子阶数不大于二都可适用
4

显然
,

标度的 二) 级联方程是属于本法可解之列
4

在电磁级联理论中采用本文的方法已找到

在 <.! 记>& 近似下的级联方程的解析解切
4

本文 �� Γ夕年 8 月 ΗΓ 日收到
4

!: 贾桂斌同志曾参加过本文第四节的计算工作
4
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二
、

基本 方程 式

当一个初能为 ( 。
的粒子9电子或光子:垂直射人非均匀介质

4

在深度 Χ。展开级联
,

若

在任意深度 , 处离簇射中心轴的空间点 , 上
,

散射角在 9&
,

7 Ι Β &: 内
,

能量在 9(
,
( Ι

Β ( : 间隔内的电子
,

光子数分别为 , 9(
。,

(
, > ,

 
, , :甘材山(

,
ϑ9(

。,
(

, > ,

口
, >:Β>Β 山(

4

设传播介质是非均匀的
,

即介质密度的变化率与等效级联单位深度
,
的关系由任意模型

函数 砂9Χ : 描述
4

在最一般的 Κ 78 Β7 2
近似下

,

三维电磁级联基本方程式
,

当纳入介质非均

匀模型函数后扩充为

剖刹
Ι 二

一 &
4

沁:

� 。
, 4

—
Λ

4

价9Χ :

,

一∋’
, Ι ;’ , Ι 。

巫 Ι 且9擎 Ι

纷
,

9Η4!
:

Β ( Μ (
乙 ΝΒ 日盆 口口盆Ο

Π

? Δ = 份 一 丙�
4

9Η4 Η :

除除

式中符号及其意义与文〔!
,

 � 同
4

为方便略予说明 Φ ∋’
,

;’
,

Θ’ 为电磁级联过程的积分

算子 Ρ其中全都采用原子电子壳层势对核电荷完全屏敝条件下的 ; 一# 截面
4

∋’
,

;’ 分

别表韧致辐射
,

正负电子对产生对电子数的贡献 Ρ Θ’
,

丙Δ Σ
4

Γ Γ Τ Τ 分别表韧致辐射
,

正负电

子对产生对光子数的贡献
·

“是介质的游离能常数
,

则 ·

器
项是游离能 损所致使的电

子数在能区上的变化
·

蒜9蠢
Ι

影
项则表示在 <.

· 截面基础上 −. ΥΥ&
卜

∀!78 ΘΥΧΑ
似下的多次库仑散射效应

,

而电子散射能量常数 (
‘

Δ Η� <& ϑ
4

显然上述扩散型的积微

分方程组对三维电磁级联过程作了基本的描述
4

当人射初始条 件如前所述为一个粒子

时
,

即 , Δ . ,

电子始发簇射为 , 9(
。 ,

(
, .: Δ 古9百 一 万。: Φ ?9万

。,
(

, .: 一 。,

光子始

发簇射为 , 9(
。,

(
,

Σ: Δ 叭 丫9(
。, ( ,

Σ: Δ 战( 一 ( ς:
4

本文将在这个初始条件下寻

找方程组的严格解析解
4

注意
,

方程组中当介质模型函数 价9Χ: 一 ‘
Φ

。Ι , 。:论时为真实

的地球多元大气
4

当 沙9Χ : Δ � 时
,

为均匀介质
4

显见
,

簇射始点 ,。在均匀介质中不便于

研究
4

处理非均匀介质方程9Η
4

Η: 时
,

西村纯的经典方法当扩充为更一般的变换
。

Ω 乙
4 ,

Ω

、
Ω

, 、

Ξ气
, Ω Φ , Ω 、 」 Ω

Ψ Δ —
, Δ ∀ 戈刃 Ζ , ∀又0 夕 Δ [ 中

一

、/ Ο 7 / Ρ , Δ 了

变数 夸通过 试0: 反映介质密度的非均匀状况
4

变换所得电子
,

数的傅立叶象 <
,

) 9∀
,
宁

, , ,

夸
, >: 满足相同的方程

9Η
4

Τ :

光子始发的电子级联函

李 一 Φ �

。 Ι Η , Ι , :�[享 一 、9
, Ι Η , Ι , :�、9,

, , , , ,

Φ
, ,

:

ς 考 6 Κ ς 考
‘

6

Ω
4

「。 一 �
。

一
‘ 民二 Ι ΒΣ [∴∀暗 一 ] 9Χ : ⊥

孟

< 9∀一 ! , 甲, , ,

夸
, Χ: Ι Λ9

, Ι _∀ Ι 宁:<伽
, 宁 , , ,

夸
, Χ: ⎯

,

Κ7 , 一

6
“ ‘

一
’ 、 , Π 、‘ , 6 , , , , , , 、

9Η
4

Μ :

此时电磁积分算子的性质
,

由各种函数变换 9傅氏
,

梅林: α!, %⊥ 已完全包含于年龄级联函数

又� , 几Η 之中
4

<
,

) 初刻条件不同
Φ
对电子始发的电子级联函数为

< 9.
, . , , , . , Χ: Δ #! 9

,

:
& 7 Φ

94 , ,

Ι 从9
,
:
。三Φ “,‘ ,

9Η
4

5 :
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对光子始发的电子级联函数为

) 9.
, Σ , , , . , Χ

: Δ ; 9
%
:【几

�
9

%
: 一 几Η 9

,
: ⊥一

‘

α & ! Φ
“:‘一 。孟Φ

“, ‘⊥
4

9Η
4

Ε :

求解方程 9Η
4

Μ : 9Η
4

, 一 Ε :是推算各种级联物理量
、

如纵
、

横向分布
、

迹长
、

能流等的基

础
4

三
、

解 的 结 构

为统一处理差分微分方程9Η
4

Μ一Ε :
,

现引入复卷积变换来结构解
4

对深度
Φ
作拉氏变

换 “一
∴了

<一ΒΧ9
β ·

户
。:

,

则自动计人初刻条件
4

若对两个象函数定义复卷积 Φ 在

复平面 那上当 ∗ 。产 Δ ∗ & 产
‘

Ι 天华
“ χ . 时有

,

。9。
, Ρ : , 材9,

, 甲 , , ,

。
, Ρ : 一弄 ∴

。9。
, 。:府9Ρ

, ,
, , ,

Ρ
, Ρ 一 。:6。

,

Η , ‘6
。

”一

, 9。
, 。

,

卜 ∴了一
Φ , 一 , 9Φ : ,

Η
‘, ·

9Τ
4

� :

‘
是拉氏复反演围道

,

平行虚轴
,

大于 币的收敛横标 ∗ &
风

4

则有

α 产 一 Ρ !
9

, Ι _] Ι Λ: ⊥ α 产 一 Ρ Η

9
, Ι _] Ι Λ: ⊥介9]

, Λ 、 , ,

参
, 拜:

一 9产 Ι 丙: α户币9夸
, 产: β 材9户一 !

, , , , ,

夸
, 产: Ι , 9

, Ι Η产 Ι , :府9户
, 、

一 ! , , ,

夸
, 产:⊥ Ι 对、8 ,

9Τ
4

Η:

Α8 表示初刻条件
4

由一阶非线性系数的偏差分方程论知
,

上式的解可构造为两个常差分

方程解之积
4

当 ]
, 宁 相应为正整数 。 , ,

时令

俞9。
, , , % ,

夸
, 那: Δ

> 9。 Ι , Ι !:
> 9δ Ι !:> 9

8

Ι >:
商

�

9δ
, , ,

舀
, 产:众9δ

, 。 ,

登
, 产:

,

9Τ
4

Τ :

则将9Τ
4

Η :式分离为二常差分方程
,

其一

甜
Η

9、
, . , , ,

舀
, 产:

Ω 。9产 Ι 而:

味 一 几�
9

, Ι _ δ : ⊥ α 拼 一 又Η 9
, Ι _δ : ⊥

Ι Ξ9.
, , , 产:占、

,

币9杏
, 产: β 商

Η
9。一

, . , , ,

杏
, 产:

9Τ
4

Μ :
舀、 是克隆尼克符号

,

由初刻条件引起的
4

分离所得的 材
,

与 中密度项紧紧相关
4

这正是

描写 ∋ 近似下三维级联的横向结构
4

不过以复杂的复卷积形式表现 出来
4

由附录 ∋ 得解为

< _
9。

, . , Φ ,

叭二
, !

9。
, , ,

杏
,

夸
, ,

: 一 > 9, Ι !: 艺 艺 叭Φ
, ‘

9, , , ,

夸
, , :

& ‘⎯
Φ ,

诬ε � , Η
,

! 目 Σ

Χ
: Δ # ‘

9
, Ι Η �:口!9。

, , ,

夸
, Χ:] !9二

, , ,

夸
, φ:

,

9Τ
4

5 :

特殊函数

其二
Φ

商
,

9.
,

玛
,

γ】依赖介质的非均匀结构
4

。 , , , . , 拼: Δ 9拜 Ι 内:
8
9

, Ι 。
:

α 产 一 、�
9

, Ι ,
: ⊥ α 拌二 Φ Η

9
Φ Ι

。

: ⊥
材

�
9.

, , 一 ! , , , . , 产:
,

9Τ
4

Ε :
以同一初刻条件 < Ρ。 的差分解为

< 、
9.

, 。 , , , . , 拌:

一
夕 又 婴二契喜业卿卑

# Α9
Ρ 十 Ζ

了二乙 Α 二下
4

Η � 又了 十 ! :6
’

气刀一 ⊥ 十 ! :
:η

Ρ , 9
, Ι ,

:− , , 9
%
:

& ‘⎯
, ,

9Τ
4

Γ:
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尸
,

凡, ,

凡Α 是级联理论中熟知的特殊函数山
4

显见 9Τ
4

Ε :恰描写在 ; 近似下的纵向级联

发展
4

返回做逆得 ; 近似下的一般解为实卷积型

< 9, , 8 , , ,

夸
, ,

:
> 9。 Ι , 十 � : 户

, , ,

Δ 代 , 于二岑一一乡井Π井气 Π 、<
!

9
8 , 阴 , % , Σ , > :<

_

98 , δ , , ,

夸
, > 一 了:Β 丫 9Τ

4

 :
一

厂9二 Ι !:厂9, Ι �: 6.

至此解析地获得三维电磁级联方程 9Η
4

Μ : 的统一严格解 Φ 包括非均匀大 气中三维电磁级

联在 ∋ 近似下的解为 9Τ
4

, :式
, ; 近似下的解为9Τ

4

5: 式
,

以往仅得到均匀大气中三维∋

近似下的全部解和 ; 近似下的部份解
4

解 9Τ
4

� Μ : 式的结构说明
,

三维电磁级联发展中无

论介质均匀或非均匀
,

其∋ 近似的横向结构与 ; 近似的纵向结构是相互影响的
4

当其拉

氏象< 分离变量 9Τ
4

Τ : 表明
,

最后在纵横合成三维整体的 ; 近似解时
,

须沿介质深度作实

卷积运算
,

其物理图象是不考虑
4

游离能损的高能∋ 近似下横向传播的早 9晚: 期将与考

虑了游离能损的 ; 近似纵向发展的晚9早:期互相合成
,

这是游离能损对∋ 近似影响必然

的
“

平均
”
结果

4

四
、

例
Φ

真实地球大气

为了精确研究级联行为
,

必须要考虑大气随深度递变的非均匀状况
4

对真实地球大

气
,

多元大气模型是静态中较好者
,

其密度随深度的变化规律
,

在深度采用等效级联单位

后
,

可概括为

。9
,
: 一 孕9粤万兰, 、走9

, Ι , 。

:资
,

星 Ν∀ς ,
4

。 入 一 ! Ο
9Μ

4

�:

式中 η Δ �
、

�
4

Η Τ Μ
、

Κ Μ
、

Θ.
,

分别代表等温
、

标准
、

绝热和均匀大气
4

交
, � 。

为空气的

辐射长度与温度直减率!:Ρ / 。
, ] 。 为海平面观测点气温与密度

4

多元大气模型 的优点
,

。 β β 、 二二、
, 」,

八记
口 , ,

。二二 , 。 ,
, Ω

左 Ο 冷� 。 η 、
一
是 、 、

,

。。、。
Ω

是真实并便于对比分析
4

引入多元标高常数 ι。Δ 二 9冬婴 丁竺甲「
兀 ,

作为横向宗量 >

内 Ν内/ . η 一 � Ο

的归一化单位
,

则使 9Η
4

�: 式中的 , 9Χ : 简化为 9, Ι , 。
:分而与 ι。君关

4

现计算横向结构函数
,

依照西村的定义对电子
,

光子始发的级联函数分别有极限

!Α Χ8 < 9∀
, 宁, , ,

夸
, Χ: Δ 吸9∀

, 叮, , , Χ:
,

!Α δ ) 9∀
, 叮 , % ,

夸
, Χ: Δ 叽9产

, 宁, , , >:
4

右咭∀几了: 夸呼 户几‘、

9Μ
4

Η :

对多元大气模型
,

!Α δ 甲9夸
, “

: Δ 甲9
Χ , 。

: Δ
右, ∀ 9Χ、

∴α
‘Ι ΧΣ

一
⊥’

,

均匀

∴
’一’Κ

:
‘ Ι

Φ
。

兰二
·”, ’

,

标准

⎯,
8 名

[ ! 一 二Π ‘二 卜 等温
、 Κ > 十 φ. 6

9Μ
4

Τ:

式中 石 Δ
η 一 !

η
现考查大气结构函数 尸,

γ 的渐近行为
,

按习惯作法
〔�� ,

因依赖簇射年

龄的系数数列 孟有 Φ 片》 对 以及 石 χ 石 χ ⋯ χ 瑞
,

且当 δ ” .. 时严格收敛于常数
,

故在渐近行为中
,

使 ∋备 , Σ 仅在 ] ,

γ
’

函数中分别保留 禹
,

玛 项的领头近似是成立

!: 等温大气的 丫。

, 。
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的
,

由链积分公式9附录 ;: 计算得

玛9。
, , , , : 一 9订

。、、李∴业粤竺�
‘

Ν短易 Ο ! [ Κ ≅
‘ 6

ϕ
艺 艺

Ο ! 丫 ,
ΝΟ � 丫一丫 一 Η 、卜丫 � 、峥 。 , ,

,
Ω

Ω

��
Ω

[!

—
� �

—
! 龟

—
[ � 吸乙 ] 4 �州 ! 少

Ν > Ο Ν 丁 Ο ΝΗ ≅ Ι !Ο Ν≅ 十 !Ο Ν此9Χ Ι ΧΣ : Ο
9Μ

4

Μ :
> ε Σ , ε Σ

口圣9。
, , , , : Δ

了卉
, ,

八 Α 「9, Ι , 8

:_ ≅Ι ‘

�‘

∴ 4 � 月又 ⎯— !

—
!

Νη 二Π,Γ � Ο 此 Κ ≅
‘

」

0
艺 艺 习 艺
> ε ς 6 ε Σ � ε Σ 夕ε Σ

9Φ:9二:9
‘丁

尹

:9
犷

丁
‘

:
∋ Ρ一,

Φ

9Μ
4

5 :
ϕ ; 9

, ,
Κ 。:

Φ − !

9Κ 。
,
Κ 。 Ι , Ι � ,

∋圣9, Ι φ。::
4

Κ ,

Δ 9_≅ Ι � :!一 ≅ 9
> Ι ,

:
,

Κ 。 Δ 9_ ≅ Ι !:Α Ι 9≅ Ι !:Α

式中 >
,
; Φ , − Φ

分别为伽玛
,

贝塔以及退化超几何函数
4

一般地较精密地计算中年龄参

数
,
值不超过 5

,

即 二 κ 5
,

故上述公式有一定实用价值
4

因 9λ#梦: 因子是缓变函数
,
其贡献在讨论渐近 行为时 可暂略去

·

注意均匀大气

9‘一 ‘: 与非均匀大气的极端情况 9‘一 ”, 之比
,

由于
9劲

” 因子的贡献是重要的
,

所

以对非均匀介质的修正必须予以正视
4

综上所述
,

可以判断 9∋ �Η 一 � Τ: 式的精确表达式将是不完全伽玛函数与退化超几何

函数的复杂组合
,

在具体研究时可通过快速傅立叶变换 与数字梅 林逆变换的配合
〔�Σ⊥ 给

9Τ
4

5
、

Τ
4

Γ: 式以精确计算从而获得级联方程9Η
4

Η : 的数值解并圆满的应用于宇宙线的实际

研究工作
4

通过研究可以知道非均匀介质所引起的一些修正或效应是很有意义的
,

它将使超高

能的横向分布有所变宽
,

引起簇射空间形状变化
,

西村
一
镰田函数中须引入有效辐射长度

修正
,

高山近水平簇射的非均匀修正以及空气中始发再进入海水或乳胶迭或室等不同介

质的跳变修正等
,

我们将运用本文的结果在另文α’� 中予以详细讨论
4

作者对杨桂宫教授的热情支持以及丁林恺
,

袁余奎
、

贾桂斌等同志的有益讨论在此一

并表示谢意
4

附录 ∋ Φ 一类复卷积型缝分方程的解

在宇宙线级联传播方程中有一大类积分微分方程 Ρ 包括电磁级联
, ‘

一 级联在内
4

当积分核在能

量比梅林变换下可分离变量时
,

物理上称满足这种条件的过程为标度的
,

则在一系列函数变换下
,

将导

致如下类型的复卷积差分方程

介
Φ

9, , 井 : 一 二Ξ9, , 户:伊9户: β 舫
Φ

9二 一 ! , 科 :
4

91
4

� :

复卷积 β 定义在复 拼域上
,

9∋4 !: 已按 9Τ
4

勺 省去宗量 套
, ,

4

在下面求解前
,

为简洁起见
,

先陈述

三个引理并不强调严格证明
· , !

引理 � 假定 了9约〔“
,

复卷积 9∋4 ς 存在且函数 侧Χ: 在 , ε Σ 点邻域内解析
,

则复卷积对定

义在
‘·
上的算子 , 9μ :9

μ 二一夕
‘、有微分表示

Δ 一
Π

一
” 6

一
6 「 、 护

、 Β 拌 Ο
’ ‘

一Δ
‘

Δ
‘

癸9拌: β 了9拜 : 二 沪9μ :了9拼:
4

9∋
4

Η :
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证Φ 在 点的解析性有 /7 ?!. >

展开且由 ∋ ≅& ! 第一定理下为一致收敛

帅: 一 艺
, ‘

4 , 9Σ :
招 甲

9∋
·

Τ :

复卷积存在可导致 Ξ [!9 , :!
。

一ΒΧ κ Θ. 的条件贝。下逐项积分保证
,

于是有

众 ,
4

八 山 Φ ,
4

八 Ω 「4 Ω , , 、, , 4 、6一 , , 才 4

Ω , 甲‘
4 ’

9. : 户 4 Ρ , 八 ,
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显见 叫μ : 在 9∋4 Τ : 形式上展开
4

引理 Η 广义勾西曰+ ς 2 >% 7Χ 公式
4

假定 侧9拌:〔产
,

且在 ” ε 又 点无奇性则有狭义 勾西
一

+. 2> %7Χ

公式的推广
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召导
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‘兀 6 6 ‘
9∋

·

Μ :
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Τ : 意义展开 必9μ :
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一

黑兽乙
9一 μ :
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··孟

一
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引理 Τ 算子连 乘分 解 定理
,

在复域 。上给算子以编号 Ζ 记为 马二一

弃
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,
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, 拌‘: ε Ξ9Α
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,
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·
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第 � 期 彭守礼等 Φ 非均匀介质中电磁级联方程的统一解析解

极点的留数 Φ
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户4 Σ
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4

� Σ :

同理可计算 Α 二 Η 以及当 ! ε 。, � ,

⋯
, , 等所有极点的留数总计为

<
Φ

9, , Χ : Δ > 9δ Ι ‘:艺 艺 # ,。
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!9二
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9δ , , :
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Ρ
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9∋
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在恢复宗量 言
, ,

后即 9Τ
4

匀式
4

实际计算 9∋
4

�一�Σ: 时
,

在复域 内 上将 9∋
4

Γ : 改写成多元拉氏积分表

象是便利的
4
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其中要求 ∗& 〔拌, 一 拜」χ . ,

则 γ , ] 函数化成重迭积分
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4
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至此获得 9∋4 !: 方程的解表示
4

对于光子始发的簇射仅需作如下由初刻条件引起的代换
4
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, 4
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� 5 :

上述积分结果已可用于实际计算
,

但它还有另一表象
4

引人变数变换
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,

9∋
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艺

令食
Φ
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Π
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3 4 &

扩散方程的精确解可表成上述重迭的多元积分形式
,

一定程度上反映了级联传播的特征
,

介质结构 沪以

盈加方式构成级联特殊函数
,

计算 ∀ , 5 特殊函数是研究非均匀介质中横向结构的关键
,

附 录 6

∃7
·

”一 38& 式渐近估值需计算下列链状积分
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