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摘 要

本文在比例系数递推法的基础上改进了祸合道光学模型的解法
,

由此建立

起具有如下优点的求解方案
<

=>? 不需要引入未知函数的暂用值
8

=  ? 便于 采

用多点公式作为起始公式
8

=>> >? 无论是否考虑闭道的影响
,

都可将从原点出发

的递推过程进行到外部区域
8

引 言

在求解藕合道光学模型的径向方程组
,

以确定散射矩阵时
,

通常采用的函数值递推法

有时不甚方便
8

首先
,

为了能够从原点出发进行递推
,

除了要用到原来的方程组及在原点处的边条件

之外
,

还要在邻近点给出未知函数的假定值
,

作为递推起始处的暂用值
8

在藕合道情形
,

为了尽量缩小递推起始处的误差而又不使计算量显著增大
,

最好是采用多点的起始公式
8

这时
,

要直接引用充分多的暂用值是不实际的
8

另外
,

由于直接涉及靶核的激发态
,

当入射能量较低时
,

需要考虑某些闭道的影响
8

这时
,

根据原点边条件及邻近点的暂用函数值来作递推
,

则递推过程不能进行到外部区

域≅ Α =见正文第二节 ?
,

这使求解工作变得繁杂
8

在我们前些时候进行的计算工作中
,

为了避免引人上述的暂用函数值
,

北京大学数力

系参加人员采用比例系数法来代替函数值递推法
8

当时
,

由于所用的递推公式和起始公

式都过于粗略
,

又不考虑闭道的影响
,

比例系数法未能充分发挥作用
8

本文工作的主要内容
,

是在比例系数递推法的基础上
,

针对上面所说的两类问题来改

进藕合道光学模型的解法
,

从而建立如下的求解方案
< 在原点附近

,

直接采用精确度较高

的多点公式作为起始公式
,

它给出起始处若干个点的函数值之间的一个线性关系
8

由此
,

并根据目前普遍采用的包含三点的 − 7Β Χ ΔΕ 7Φ 公式〔幻 ,

建立比例系数的递推关系
,

从原点

起递推几步之后
,

得出两个相邻点函数值的一个线性关系
8

继续递推下去
,

一直进行到外

部区域
,

就会得到在外部区域的两个相邻点函数值的一个线性关系
,

把它用到径向函数的

渐近式上
,

即可确定散射矩阵
8

扼要地说
,

这种求解方案
,

具有本文摘要中所列举的三个优点
8

本文  !夕∀ 年  Γ 月 ΓΗ 日收到
8
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一
、

揭合方程组和散射矩阵

为了便于叙述
,

在本文中将假定入射粒子是中子
8

设硫
‘

代表中子的自旋态

Ι  
8

 ϑ
飞了 Κ —

Λ 勿Μ

Κ 工 —  
ϑ Γ Γ Ι

巾Ν 描写靶核 =及余核 ?态
8

其中 9 是核自旋的投影
, Ο Κ  

, Γ ,

⋯万,

一定的
,
值代表

一定的核自旋 )
, ,

宇称 刀。

以及能量 。
。

等
8

光学势 6 含有中子的坐标和 自旋变量
,

又含

有靶核变量
8

设靶核初态是叭
。
、

,

人射能为 ,
。 8

=质心坐标系 ?
,

约化质量为
Π

8

令

‘
。

一

厚
取入射方向为 Θ 轴方向

,

于是入射波的相对运动部分为
。
低#’

8

在 6 的作用下
,

靶核及中

子的波函数都发生变化
<

。‘左
, 。留

Ρ, 。全中
。

声
。

=人射波?

把人射波按总角动量 Α 及宇称 & 展开 <

二
梦

8

=总波函数?

。 Σ
“、

呱Π。
。。

、 一 艺 斌
二=Γ , 。 Τ  

’

? =, 。7, 。, ΑΥ7 , , ?
8

刀 了9了 #

ς>
。。 , ,

。。

、
。

)了。 , Ω
一

井
一 〔< Π < Ο

=互
。 。,

? Ξ=卿
‘。,

。

� 。
, �

 。!, , ,

一 ’

“ 友、
, ∀

其中 #。及 ∃。分别为中子的轨道角动量和总角动量
, % ‘&幻 是球贝塞函数

当 ‘ 大时

& ∋
(

∋ 

∃, & 二 与 ) 的 积
,

∗ ,

帅 、 。+

&
二 一李自

,

, − .

少/�∃ 。

代表中子波函数的角度和自旋部分
0

少
‘。,

。。 三 ‘, 。艺卿
, , 0 & � , ,  编

,

& #。。 , , 。
‘

∋1
�2 3

,

份∋( 了

在入射波的展开式中
。 #。不是求和指标

,

因为在一定 ∋∋ ,

凡
。

及 1。下 , #。是确定的 0

‘。一 ,。 4

含
& 一 ‘, ‘

。4 ‘“
·。+ (

总波函数 毋按宇称和角动量的展开式如下
0

毋 一 艺 了
, & 5, 。十 # & , 。� 了2 , ∋6

� 2 ,376。, , , 。
。

8 。

#, 8 了 
+ !材 !了。

亩买
9 姆

, ,

一 &
犷

’&‘
了’了

’

� 必
· ‘

,
“’“ , ’

& ∋
(

5 

这与入射波的展开式是相似的
,

只是由于 # , 1 不是守恒量
,

而且靶核态也可以改变
,

因此

要对 矿厂求和
(

#’仍然按上面的方法决定
0
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Τ 生 =一  ?“
十
告刀

。 ,

刀
8

设总体系的哈密顿量为=质心系? <

扩 Κ

, ,

甲 Γ

一力 8

—
, Κ 0 月, 月了 ,

其中瑞代表靶核哈密顿量
,

于是

月
丁
少

, , Κ
8

扩
,

梦 Κ

其中 。
。

是余核处在 气
9
时的能量

8

仍
。

中
, 9

=,
, 。

Τ ,
, 。

?毋

= 
8

� ?

= 
8

斗?

函数

其中

根据 = 
8

�? 及 = 
8

� ?
,

在 梦中把余核以及中子的角度自旋部分分离出去
,

就得到径向

. =
Π

? 所满足的祸合方程组 <

釜Σ器巡左专毕
十 ,

·

Ξ
. ‘只一=

·

’一
弄

0‘贫一=
,

8

’“‘色
, ,

一=
Ε

’
·

=3
,

弓?

Π
” , , ,

=
Π

?6 Ψ乎 一 ==卿
, > � 小

,

 
0 :、 , ;< #&少

, ,
,

,

� 。一  
+ , 、了 

,

= 。

> = , 。

4 。
, 。

一 切
。 ,

= 。

也就是余核处在 必
二

态时的相对运动能量二 对于 。
,

的
(

无论 = ,

取正值或负值
,

都按下式定义正实数 友
。 0

友
,

一 了5 ∗ /石
,

?.
(

一 。 , 。

大于 = , 。

的情形
, = ,

& ∋
(

≅  

&#
(

Α  

是 负

径向函数在原点处应 当等于 。 ,

在
犷

大时
,

应 当具有正确的渐近式
(

藕合方程组时的边条件
(

渐近式可按 = 。

3 Β 及 = , 7 Β 分成两类 0

· ∀ · ∀ ∀

一
, 。 , 、

;丽
‘ Χ

& ’ “
·

3 Β “乙只一
‘·&

·

’一 <带‘“⋯“, ,。〔% 了。

&左一  4 “
−。&女

, 多。,
‘

 ’

& ∋
(

Δ  

这些就构成求解

4 0二凭
, 。,。Ε % ,

&友
, Φ

 一 1 Γ , &友
” Φ

 Η ;
,

& ∋ Ι  

& 5 刀
。

7 � 9 艺夕
&

Α
·

卜丫哥
Φ ∗ ∗一

& , 一 ,
·

& ∋
(

∋Β  

% , &幻 已在前面说明
, ‘, &劝 是球诺曼函数与 ) 的积

,

当 )
大时

Γ 了& ·
卜

。。 ϑ

&一含
·

 
(

Κ# &幻 是虚宗量 Κ Λ+ ΜΝ 函数
(

其渐近式是指数下降的
(

0织
·。

,
。

就是散射矩阵元
(

以只
。Β1�

是与闭道有关的一些常量
(

藕合道光学模型的中心问题是求解径向函数的祸合方程组
,

以确定散射矩阵
(

二
、

微分方程组的离散
,

函数值的递推公式

设在一定 Η + 下
,

祸合方程组中涉及的未知函数共有Ο 个
,

把它们排成一个列矢量 价
,

则方程组可写成 0

价,, 一 Π价
(

& 5
(

∋ 
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其中
,

,’ 二 里坐
一

+ 是 − Ρ − 矩阵
,

它的对角元素为

,
, Π

, 。 Π
=

,
? Κ 粤

方
‘

6 ‘。一 =
·
? 十立升业

一 Ν<
·

非对角元素则为鲁
“‘只一‘

,

=
Ε
’

·

把
Ε
轴分成一系列等长的小间隔

,

设每个间隔的长度 =步长 ?为 寿,

之一    千  

并把 + =
, ,

? 及 价=
, ‘
?记为 + ‘

及 价‘
,

则按 −
Κ

ΔΕ7 Φ 公式
,

可把藕合方程组离散为如下的

形式
=
误差项为 Ζ‘

兮, 兮 中 Κ 产

Γ � # ?
八 护

」

、
8

Ι
,

,

,
, ,

八 二 Ι
,

护
Α

、
8

飞3 一 丁丁 双 >
一 3 中扮

[

一 气乙 个 一
Ο 一

∴ ‘ , 甲 >
十 气> 一 二Μ ∴ >Τ 3 Σ 中‘Τ  

Κ 4 ,

ϑ  Γ Ι ϑ Η Ι ϑ  Γ Ι

由此可确定任何三个相邻点的 巾值之间的线性关系
8

改写成如下形式更为方便 <

夸,一,

Τ ] ,夸, Τ 夸, Τ ,

Κ 7 ,

=Γ
8

Γ ?

其中
, ⊥

Ι
8

尸
』

、
8

_ 三   一 一 ∴ Σ 中
,

ϑ  Γ Ι
=Γ

8

� ?

] 二三 一

∃
Γ 十

一丁 Ζ
‘

+
1

Ζ Γ

 一 — 汽
 Γ

Κ  # 一
3Γ

Ζ Γ

3 [ — ∴

=Γ
8

� ?

我们把=Γ
8

Γ? 称为函数值递推公式
8

+ 是矩阵
,

又是
护
的函数

,

所以在每一个
Σ
值

,

都涉及

=
 一 里确的逆矩阵

8

当 + 矩阵的阶数很高时
,

每一步都求逆的办法是不可取的
8

目前
ϑ  Γ Ι

文献 中常见的做法是把犷卜军
,

、
一‘

舒
成岑

汉 的幂级数
,

并略去=奥
,

丫和更高次的
ϑ  乙 Ι >乙 、 乙 Ι

项
8

我们不用这种展开式
,

因为 + 矩阵的对角部分 + 。

并不造成麻烦
,

只需要把非对角矩

阵冀+’ 当作小量进行展开 <

3Γ

 
8

⋯ Κ
8

工
[
[

二 、
 一 世 =+# 十 。

3 Γ

 

乃Γ Α Ο

 一 — 左
“+

尸一 Γ
一

3 一 竺 +
。

 Γ

Ι ΖΨ ,

八  
8

 Ι Ζ Ψ Α

八
毛— 汽 Σ

—
月 Κ

—
龟— 在 3

ϑ Γ Ι
,

Ζ
‘ 才。 ,

Ζ
‘ Α Ο ϑ Γ Ι

 一 — 左 3

一 —
Γ  

[
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=Γ
8

∃ ?

尸一们
一

 

3 一 上
3 Γ

Α

八  
月 ,

—
一

十
8

二
Ι

,

Ζ
艺

> — — 双
4

这样
,

在各种
犷

值下计算 ] 矩阵时
,

只涉及矩阵乘法
,

而不必求逆了
8

三
、

比例系数递推法
,

系数矩阵的递推公式

利用原点处的边条件 必
。
一 。,

可以引导出递推起始公式
8

一种比较粗略的起始公式

如下 <

占。 Τ %杏
<
一 #

,

其中 ⎯ 是已知矩阵
,

杏
。

及 夸
,

则代表
,

一
。及

,

一
人处的 杏值

8

给定了这样的起始公式和前面的递推公式之后
,

还不能对 歹值进行递推
,

因为 杏
。

及

杏
,

的值还没有完全确定
8

但是
,

如果我们不去理会 杏本身
,

而是对两个相邻点 杏值的比例

进行递推
,

则是可以的
8

因为
,

起始公式确定了 杏
。

与 夸
<

的线性关系
,

利用

畜
。
Τ 乞夸

,
Τ 杏

<

一 #

消去 占
。 ,

就会得出 夸
<

与 占
<

的线性关系
,

再利用

蜜
<

Τ 久夸
Γ
十 占

�

一 #

消去 杏
、 ,

⋯ 则依次得到
<

必杏
8

十 畜
Γ
一 。

,

夕
3

Κ ] Σ

一 尸 Π

「α
,

杏
,

Τ 口
,

一夸
, Τ ,

干α
,

占
,

Τ 夕
 

杏
�
一 #

·

‘夕
<
一 !

8 ] <

一  Π

一 #
。

夕
,

Κ 口
, 一 3]

,

一 _
万一 Γ

8
=
了

? � ? =�
8

 ?

由此可见
,

对 α 矩阵进行递推
,

是可以实现的
8

当我们计算出 ] Σ

矩阵后
,

由 ] ,

一 ⎯

给出 口
, ,

计算出 ] ,

后
,

由已知的 口
<

可求出 夕
Γ ,

此后
,

当计算出 ]
,

时
,

利用已知的 α
, 一 ,

及

_
, 一 <

可求出 认
8

=�
8

 ? 中的第二式给出了 ⎯ 矩阵所满足的一般递推关系
,

也就是比例系

数的递推公式
8

每推一步
,

就得出一个新的 α 矩阵
,

因而可决定一个新的点与下面一点的

夸值之间的线性关系
8

当递推步数足够大时
,

就可以得到外部区域中两个相邻点 _ 值的

线性关系
8

这时
,

把 必的渐近式代人来
,

就变成散射矩阵元=及若干个 Ε 常数?所满足的线

性方程组
,

由此即可求出散射矩阵元
8

我们看到
,

在 α递推的过程中
,

每做一 步都要计算夕矩阵与 ] 矩阵的积
,

而在 夸值的

递推中
,

主要的运算则是用 ] 矩阵乘列矢量 杏
,

但这并不说明用 α值递推法代替 杏值递推

法会使计算量增大
8

诚然
,

在给定了递推公式 =Γ
8

Γ ? 以及起始公式 杏
。
Τ 尸夸

Π
一 。之后

,

再

给出 舀
,

的暂用值
,

就可对 占值进行递推了=用 占
。

及 杏
,

计算 夸
Γ ,

再用 占
,

及 互
<

计算 夸
� ,

⋯ ?
,

但是当 互的分量数 − 大于  时
,

根据 杏
,

的一种暂用值递推下去
,

是不能与渐近式一致的
8

因此
,

在采用 杏值递推法求解藕合方程组时
,

实际上要同时考虑 杏
,

的 − 种独立的暂用值
,

由此递推下去
,

得到 − 个独立的暂用 杏函数
,

然后要求它们的适当的线性组合与渐近式一

致
,

从而求出散射矩阵 =以及正确的 夸函数 ?
8

由此可见
,

在递推过程中
,

每做一步
,

都要计

算 ] 矩阵与− 个列矢量的积
,

这正好相当于计算两个矩阵的积
8
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现在着重讨论一下
,

当我们考虑闭道的影响时
,

比例系数递推法的优越之处
8

在有闭

道参与藕合时
,

相应的 ,
。

变为负的
8

这时
,

在正确的 夸函数的渐近式中
,

应当含有相应

的指数下降的成分
8

在 杏值递推法中使用的 − 个暂用的 杏函数
,

只是由于作了
“适当的”

线性组合
,

才能与渐近式一致
8

至于这些暂用的 杏函数本身
,

由于它们的线性组合可以表

达满足微分方程及原点边条件的任何函数
,

随着
犷

的增大
,

不可能都不含有指数上升的成

分
8

因此
,

当 ,
,

中有负数时
,

从原点出发进行的函数值递推
,

不能进到外部区域
8

在这种

情况下
,

只好在内部区域某处将递推过程中止下来
8

同时
,

从外部区域向内递推
,

也在此

处停止
,

并把两种递推过程的结果连接起来
,

从而决定散射矩阵元 =和正确的 萝函数?
8

但是
,

在比例系数递推法中
,

根本不求助于暂用的 杏函数
,

只是利用了微分方程组及

原点处的边条件
,

就确定了任何两个相邻点的 杏
,

与 氛Τ 工

的线性关系
8

这当然也是真正的

多值所满足的关系
8

因此
,

不管 ,
。

中是否有负数
,

总是可以将从原点出发的递推过程进

行到外部区域
8

四
、

多点起始公式的用法

在比例系数递推法中
,

可以很方便地采用多点起始公式
8

例如
,

藕合方程组 中

才价 可以离散为如下的形式 =误差项为 尸 级 ? <

Ι 二 Η β
, , Υ

、

二
Ζ Ψ

, ,

Η  
, , ,

中‘一 �

一 兀) 十 二丁 力
一
刀 了一 Γ  中

, 一 Γ
十 一 刀 ‘一 5中一 ,

一 万气
Κ

左一

双 ‘

ϑ � ∃ Ι Η Γ 斗

五Γ

中>
十 — 刀

, 十 , 中汁  

 十 竺 尸+
、
一

?
。
‘
一 Τ 价

‘

一
#

令 > 一 �
,

并利用原点处的边条件 价
。

Κ # 得
<

的一铭的一铭 十 内如
十

静燕 一

黔动
�
Τ

答
‘Γ“∃

?
。, Τ Ν ‘一 。

,

+ Π
必

,

变为 夸值之间的线性关系
,

得
<

扩竺 Τ 丝 占3

、Π
 

一 χ生 十 生 ,
九Π

Γ
十 χ旦

,

Τ 丝动 Π
ϑΓ � � ∀ Ι ϑ � Η Ι ϑ Γ Γ � Ι

一

=含
十

补?尹 =纂
Τ

器小
一

=
一

母
Τ

六劝
氛 一 # ,

=�
8

 ?

这就可以作为比例系数递推法的起始公式
8

虽然它涉及 Η 个点的 杏值
,

但是把它与 =Γ
8

Γ?

式结合起来
,

仍然可以求出任何两个相邻点的 杏值的线性关系
8

现在的问题是要找出一

种简便的处理方法
8

令

。一 竺 Τ 卫 , Π ,

Γ � � ∀
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利用 占
,
Τ 热夸

<
十 歹

,

Κ 7 消去起始公式中的 _
, ,

再利用 登
Γ
十 ]燕 十 夸

。

于 7 消去 杏
Γ

⋯ 则

依次得到
<

鱿
Γ
Τ

=
。

 

一

器
一

器小
十

=专
十

补?
氛

一

=纂
Τ

黔?粉 =
一

母
Τ

六幻
氛 [

Κ Κ
, 8

 
8

 
夕 Γ

Κ 夕  夕Γ
十 一 十 一 几 Π

� Η

⊥ ⊥
8

Ι ⊥   八
, 8

Ι� 夕
8

β 八
,

幼蜘 十 戈幼一了一万
夕 �

少
“‘个 戈云 一 丽

夕

刁‘∃

 、

石 ]‘ δ畜
‘
Κ

 ‘ Ι
Τ

,一Η
一

。
�

Π
Π
十

=
α

�

一。
Γ]�

一 。
 

十

器
十

乳
]� Π

一

纂
一

器
] 弓

?
氛 十

=
一

含
十

六
]‘

?
氛 [

]
 一Η

Τ

Ξ一�

Τ认一α
�
Κ _

�] ,

夕弃
、
十

,
、 8

多  八
,

夕 �
卞 一

[

一 了 几 ?女 一
Η  Γ Ι

8

白

,3�� 月!一
‘

任

十
∀夕

�
,
一 �

、#
∃

一 �
%
& 西

认参‘ & ∋ 夸
( )

一 。
,

∗ 弓
夕‘ 一 甘尹 ‘

一 夕 令

一 一
+

十 丁
,

口− .
/ 之

认夸
,

& ∋ 一氛十
,
一 0

,

口
,

∗ 口
, 一 .# ,

一 夕
,

1
, 夯 ( ∃

,

当我们不去理会 杏
,

而是着眼于 �矩阵时
,

就可以看到一种非常简单的递推关系
,

开

始时
,

只要计算出 # ,

矩阵
,

立即得到 �
、,

当计算出 # 2

之后
,

可利用 �
,

求出 �
3 ,

计算出 句

之后
,

可利用 �
2

及 口
、

求出 热
,

从此以后
,

只要计算出 #
,

即可利用 �
,一 ,

及 �
, 一4

求出 �
了 ,

这个递推过程与第三节中采用两点起始公式的情形只有很小的差别
,

而且当
, ∃ 夕时

,

这

种差别就完全消失
,

如果引入假想的初值 5一 ,

一 6 及 78 一 6 ,

则完整的递推公式 如下
2

5
,

∗ 口
, 一 , #

,

一 �
占一4 & 9

,

& :
,

#
,

,

1 当

�
,

∗ 口
, 一 2 #

,

一 口
2 一 4

1 当
, ∃ ( ∃

,

− ∃
1 ∀

,

4 ∃

其中 9
,

及 :
2

为下表所列的常数
2

∀ ( ! 4 ∀ − + ! +4 ∀( ! 4 ∀ 一 ; ! −

( +! ∀ < − +! 4 ∀ / ! − 夕/! ∀ < / ! + 4
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从 α
(

和 ⎯ ‘以后
,

α矩阵可以用来确定两个相邻点 夸值的线性关系
,

即
<

口考
<

Τ 夕一考
‘Τ Π

一 # =当 , ? Η ?
,

最后仍然可以按照第三节说明的方法决定散射矩阵
8

由此可见
,

在比例系数递推法中
,

采用比较复杂的起始公式时
,

既不增大计算量
,

也不

要求保留更多的备用数据
8

在递推过程中
,

每做一步
,

需要重新计算的
,

仍然是一个 ] 矩

阵
,

需要保留的仍然是两个 α矩阵
8
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