
第 � 卷 第 � 期

 ! ∀ # 年 ∃ 月

高 能 物 理 与 核 物 理
%& ∋()∗ + , − , . / )+ , 01 . 2 )( , 2 3 & ∋()∗ + − 4 ∗ 5 , + . )6 7 8 9 :;

,

− #
<

�

 ! ∀ #

= 真 空 的 能 带 结 构

王明中郑希特
>成都科学技术大 学?

汪克林
>中国科学技术大学 ?

冼 鼎 昌 章 正 刚

>中国科学院高能物理研究所? >成都地质学院 ?

摘 要

在绕数变量的空间里我们证明了 ∋ 8≅ Α
一

7 ΒΧΧ ( 场系统的拉氏量表为动能和位

能部分时
,

其位能部分是一个周期势
<

因而可以类比固体理论的结果将该系统

的能态表为类似于固体理论 中的能带结构
<

并和 ∗8ΧΧ 8≅ 等人写出的 =真空相

比较
<

最后我们证明由此得到的真空态也满足原有的 : 真空所满足的一些普遍

要求
<

一 甘Δ 古、 甲 ) 口

自从 Ε: Χ8Φ Β≅ 等 Γ Η 得出纯 ∋8 ≅Α
一

7 ΒΧΧ (
场的瞬子解以来真空隧道效应以及由此导出

的 ∀ 真空的讨论引起人们极大的兴趣
,

因为它可以导出许多由微扰论得不出的结果
<

不

过
,

过去用瞬子解讨论不同拓扑性质的真空间的隧道效应都是在欧氏空间里进行的
〔�一 �Ι

<

虽然 ϑ8 ΧΧ8 ≅ 等人〔ΚΙ 最近作了详尽的讨论
,

但其隧道效应的图象在直观上不是很清楚的
<

最近
,

ΕΒ Λ89 等〔‘〕
关于真空隧道效应的工作提供了一个清楚的图象

<

它是在物理的阂

可夫斯基空间中进行的
<

他们把绕数变量 Μ 的定义加以推广
,

把它看作一个广义坐标
<

把纯 ∋8 ≅Α
一

7Β ΧΧ( 场的真空过渡看作是 Μ 空间中的位垒穿透
<

我们在本文中进一步讨论这个图象
<

首先我们把 Μ 的定义再一次推广
,

使得它可以

描述从 一 ϑ1 到 十 ϑ1 的 Μ 变量
<

它包含了 ΕΒ Λ89 等将 Μ 推广到 。、  的定义
<

其次我们

引用 ∗ 9

:Ν ΛΟ 等山」证明过的一个结果来证明 Μ 空间的位垒一定是一个周期的位垒
,

因而把

∋8 ≅Α
一

7Β ΧΧ( 场的真空结构问题在数学形式上完全化为一个固体理论中的电子在周期场中

运动的问题
<

关于这种想法曾有过一些猜测 ΓΠ, ∀Ι ,

但未能加以证明
<

直接类比固体理论的结果
「!」,

把 ∋8 ≅Α
一

7Β ΧΧ( 场的真空看作是对应于第一能带的某一

能级
,

其态矢和 ϑ8 ΧΧ8 ≅
等人给出的 =真空有一个显著的不同点是

,

现在的 ∀ 真空是所有

的 Μ 变量的本征态的连续积分
,

而不是原来的只含 Μ 为整数值的本征态的求和
<

我们将

对两者作一个比较
<

∗8 ΧΧ8 ≅ 等人图最近详细论证了他们原来写出的 日一 艺。‘””
 

,
Θ的 : 真空的由来

<

证明

本文  ! Π∀ 年  � 月 �# 日收到
<
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了  ∀Θ既满足约束方程的要求
,

而且证明了它在 2 作用下只改变一个相因子
,

即 2 Δ∀Θ Σ

。“ Τ外
,

其中 2 即对应于使绕数改变  的规范变换的么正算符
<

用周期场的方法导出的

真空是否也满足上述两个原则的要求呢Υ 我们论证它也是如此
<

因此 ∋8≅ Α
一

7 ΒΧΧ (
场的真空在理论上可有 ∗8 ΧΧ8≅ 等提出的以及本文所讨论的两种不

同形式
<

不过后者具有如下一些特点
,

其一是它给出了能带的结构
,

即至少定性给出 ∋ 8≅Α
ς

7Β ≅ Ρ
场的最低能态及激发态间的能带结构形式

<

其次它的态矢  外 是从动力学 机

制得到的
,

然后可证明其满足上述的原则要求
<

也许这种构成 比 前者 要 来 得 自然 一

些
<

二
、

绕数空间及真空隧道效应

我们在本节中简单回顾文献〔Ω Ι的内容
,

为以下讨论作准备
<

纯 ∋8 ≅Α
一

7ΒΧΧ (
场的拉氏量密度为

穿一
工 Ξ卿Ξ‘

·》。Ρ

�
>Χ?

定义

0 拜 ,

三

+ Ψ

三

洲
一

全
Ρ 。 ,

。Η Ρ
,

告
一 Ρ · ,

>� ?

, ‘
三 0 1‘,

。 Ζ  ”

刀 ‘
三 万

““走厂 ‘友,

Δ
<

ΧΧ
Ξ

[:Χ
、

得到 丫 及哈氏量密度
<

扩 用 ,
,

Ε 表达的式子如下 Ρ

∴
‘ 一

誉
了·

>,
’
一 ’

�

,
,

二 一

奋
Ρ ·

>,
]
十 Ε

]

,
·

>∃ ?

引人一组依赖于连续变量 又的场组态 ,> ⊥ , 又>
Λ??

+ 。

一 = ,

+ >⊥ , Ο ? Σ ,> ⊥ , 又>Λ ??
,

使得

_ Σ + >Χ?
,

当 几 Σ 丸

_ Σ + >�?
<

当 又 Σ 石

>� ?

>弓?

+>
‘, 与 + >�? 为相应于某两个时刻 ΛΨ 及

Λ ,

的物理真空的矢量势
,

这时相应的场强 , 及 Ε

为零
<

但是
,

对于其他的 又的取值
,

, 及 Ε 可以不为零
<

由这样的 石及 Ε
,

可以写出依

赖于单参量 几的拉氏量及哈氏量
Ρ
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>又?充, 一 ⎯ >又?
,

>Ω ?

脚
 一
,�

一一

� 。 又!
∀ #  又!

∃

其中

。  凡! %

#  又! 一

&∋
三

叠()∗+ 了

代黝

导(
, −

二
.
。

� ,

瓮
一 ,  、! /

∃

 0 !

可以看到
,

式  1 ! 和量子力学中一维的点粒子运动的情形完全一样
∃

#  元
2

! 3 #  儿!一 。,

在 又,

蕊 又毛 又�

之间是一个位垒 #  劝
∃

因此可以用 4 5 6 方法来计算从 又2
到 又�

的位垒

穿透振幅 尸为

 7 3 。一 尺 ,

/ 一

8∋(
)“〔� 脚  ‘, 9  ‘, , ‘

·

 : !

6; <= >
等人证明了当 ?≅ ≅6 时

,

有最大的穿透
∃

对于 又,

及 凡∋

之间的数值
,

可以定义一个绕数变量 Α  又! ∋

叻以Β!2!力 代 ≅ 2以
∋  、! 二点

∋ ,
·

(
‘ 浮,

(
、− + 二

·

二
∃

斗汀‘ 了一 ΧΔ 夕

在文献 【12 中证明了
,

给出最大的穿透的组态正是由在欧氏空间中的自对偶解将

又 < !
,

且将 ΕΒ  + , 又 < ! ! 乘以 权
, ! 而得到

∋

一牙子乖母丁 凡
,

又0 十 + Φ 了

3 丫 十 刀 十 扩
·

而这穿透
,

正好是绕数差为 2 的穿透
∋

宁 一 ΧΔ ! 一 。,

抓∀ ΧΔ ! 3 2
∃

相应的
“

质量
” Γ  劝 及

“

位垒
” #  劝 为

, , ,

 又! 3

#  又! 3

嚼
 ‘

’
十

· �
,
一“’,

岁
 ‘

’
∀ ·’

!
一“’

·

三
、

绕数变量的推广及周期势

式  Η! 给出绕数从 。到 2 的延拓定义式
∃

其实
,

如果把式中的场量看作量子场
,

那

么
,

利用在 <ΙΓ 7Δ >=≅ 规范中场量在正则量子化办法中的对易关系可以将绕数延拓至遍及
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整个实数域
,

因为
,

定义绕数变量

夕>Λ? Σ

不难证明

 〔
‘ ,

_
, ,

Σ
,

, 。
、

—
协 召不  召 ‘α Χ 犷 Λ Η二 < 』Ξ ? <

�矛Η一 Η
> ∃ ?

八
, 、  〔

Ψ 、‘ Σ β
Η 。

‘ <

]
Η ,

八
,。

叭ΛΞ 一 一丽 Η
>Ρ , ‘

一
“‘ Ο 尹

又
刁‘
竹左‘ 十 了 双洲‘左

习
口,

·

> � ?

记  叮? 为 χ>Λ? 的本征态

口】宁Θ Σ 叮 宁Θ
<

另外
,

对于绕数改变的规范变换对应的么正变换2网
Ρ

> Κ ?

Ρ 一 。
二百一丛 ∴

、∃ ⊥ Ρ Ρ 8
‘

∴
5 Α Η 5

α “

>⊥� δ 户�
?
‘β �
一 Α 。

“夕了才夕
⊥ 了

>扩 δ 户�

?内ΔΤ
·

>‘Ω ,

有

Γ 2 )& Ι 一 # ,
2 χ 2 一‘ Σ 口 δ  , 2 一 ,

χ 2 Σ χ 一  ,

故 χ 的本征值应遍及整个实数域
<

由于对绕数变量延拓的非唯一性
,

我们可以进一步要求ΓΩΙ

> Π ?

乙 一 生 。夕
, 一 0 >3 ?

,

>� Κ ?
�

式中 ε 是与绕数无关的常量
<

由于 5 应当是规

范不变的
,

即

2 5 2 一 ,

Σ 5
<

> ! ?

而由于

⎯ >Α ?

Ρ
_二 。八

Ρ

一粤∴李 >Ρ χΡ 一

引
’

一粤Γ李
·

>χ δ  

?Χ
’

一粤少
,

φ � β � 5 = 才 Η 艺 5 口Λ 」 艺
>� # ?

式中对时间微商的运算与对 2 的运算的对易
,

是应用了 2 变换中不含时间的性质
<

> ! ?及 >� # ?
,

可见

2 ⎯ >χ?2
一 ‘

Σ ⎯ >χ? Σ ⎯ >2 χ2 一‘

? Σ ⎯ >χ δ 一?
<

所以我们得到周期为  的周期势
<

见图  
<

由式

>�  ?

四
、

= 真空的能带结构及讨论

Ω 忆� 8 �

Α �

。 β  ∃

力 、—
,

—φ � �
>� � ?

9<<:(
<ϑ尸∃‘∃卜∃Κ

≅ 一 9 Δ

2 一 9 Δ

Λ6

 合
,

母!  
、一

合!ΜΜ
“

“
! 。 Ν
含

�。

 合
,

刹合
一

姗
Ο,’

, 。

、 、
合

 � − !

其中 。
 生

,

立、是通常的倍塔函数
Π � 斗 ,
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。 β  ∃

廿 Χ—
,

—、、

� �
∴
‘

一 >Χ δ Λ ,

?
,“

>� � ?

Ψ 。

帕 是不完全倍塔函数 。 Ψ

> 
,

φ �

。 β  ∃ 、
。 舀气—

,

—  
φ � 斗 β

孙
一

犷六饰
, ,

杏 凡� <

凡�
δ 8 ]

>� Κ ?

的反函数
。 了 ∃ 、

Ζ Ζ , 、

⊥ 一 。 “
戈万

,

了?
,

Α 一 户 。5万?
·

>� Ω ?

这样
,

式 > ∀? 给出的拉氏量
,

和固体物理学中电子在周期场中的拉氏量完全一样
,

且由于

。
,

一

∴Ψ
⎯ >。?

·’·‘”·‘“, 0。

ς ∃  Κ尸

Κ  ] Α ]8

#
<

Ω ∀� 介�

Α ] 8
>� Π ?

以上 ⎯ 。

由积分直接给出
,

其他的 ⎯
,

由数值积分得到
<

从上面的结果看出拉氏量中的位

势符合位势变化缓慢的要求
,

因此可以引用固体物理的结果 Γ! 以推论能级的结构形成能

带
<

真空应在第一能带内
,

而其上的能带中的能级为激发态
<

由物理的直观
,

真空能级应取相应于波矢 γ 为很小时的能级
,

即 Ρ

以γ ? 一里 δ 。#
δ
女

� 阴 二丁Ψ

)⎯
,

Η
]

、、
户、

、Π、<产
_
‘

、ΗΟΘ片Ρ,�Ρ曰22气乙,一��,Σ
,‘又夕了、∃

,飞、广吸
、

 5犷 Λ Τ 犷
Υ Υ 、� ,

�脚 �阴

、 , 声, Υ Υ 。

「
, ∃

启 #
Υ

必
‘

又叮夕3 ς
Ι ‘Ω‘ Α 5

Μ≅ ∀ 》 ∋ 几一
3

令 !卜一一二
, 。一‘, , , 。

Κ 井亡宝 5
艺

 5 一 , !
�

ΛΓ ΛΓ

为了与 Χ =≅≅ =Ρ 等人提出的 : 真空相比较
,

我们引入

: 三 � 二5
∃

 � Η !
,

 −Β ! 成为

?  : ! 3
少

: 兀�阴
∀ # 。

∀ 艺
Ξ#

,

2
�

: �

: 叮�阴

, : Π�

≅— — 刀 、

、
∃

�二 ,

,“Ν 一 刃

(
·‘。·

(
2 ∀

叠
#

,

一 �了了” Α

>
一

旦 一
,

、
,

%
旦立 Υ 圣卫乙一卫

一

2公内
∃

 − � !

:兀 �阴 Λ Γ

现在把得到的 ?  Ι! 和 Μ口! 与 Χ =≅≅ =Ρ 等的结果相比较
∃

2
∃

能级随 Ψ 的变化
∋ Χ =≅≅ =Ρ 等

「习由稀薄气体近似得到能级 ? ≅
为

? ≅
 “! 一 ? 。

一 � Ψ Ψ Ζ 6 Δ [ ·二  
一
粤!

∃

∴ ,
 − − !

其中 # 是四度体积
,

[ 是与瞬子参数有关的量从上式看出 ? ,

 Β! 随 Ψ

些 Ν Β

) :
当 : 3 Β

的增加而增加
,

即

 −斗!
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另一方面
,

由能带结构求得的 >∃  ? 式可得

η, >:? 一夕二 一 女
η日 � 二

‘

ε 之或

� , )0
。

Δ
�

。、
>卜 旦、

, ’

注意到 。 一气
, Φ

。

一
火因此对足够刁

、的 。及 。,

总有

Α
一

Α
ς

只有当 Α 足够大 >保留到
, Σ  的项?

, 日

� 兀]ε

Θ 里竺比士 时
,

才有
器

Θ #
·

>∃ Κ ?

>∃ Ω ?

故由式 >� � ?

定义的 8 真空能级随 ∀ 的变化行为与 〔ΚΙ 中定义的 ∀ 真空不一样
<

�
<

态矢的比较 Ρ 就态矢而言
,

式 >∃ � ?所定义的 ∀ 真空与 ∗8 ≅8≅ 等人定义的 =

来很不相象
,

为说明这点在 >∃ � ? 中取一
 的项作近似并将

>
‘δ

劲
近似取作

真空看

 ,

则有

一。卜
、
Τ
。‘”·

「
 δ
只

。

一
‘·

 Τ。Θ、。
,

护 5 Α
一 Η

也即

,
。>。? 幻 、

>
 δ
只

。

一、
·‘”Ρ

φ Α
一 β

>∃ Π?

>∃ ∀ ?

我们分别看三种情形 Ψ Α 很大时
, Α 很小时以及 Α 使 ι β扩岛 Χ 时的情形 Ψ

ι β扩《  Ψ

ι β !
�
#  Ψ

ι β !
�

ΘΘ Χ Ρ

 价Τ
� Σ 厅,

Τ价Τ
’ Σ −

,

Δ>Χ δ 。一 , 二‘Μ

? Δ
’

、 , ,

β ι
]

<

]ι
、
、

Τ价Τ
之
Σ −

艺

Χ升 δ 竺专ϑ 1 ( ]二Μ ?
φ Α

’

Α
一 β

>∃ ! ?

在第一
,

第三种情形里不同 Μ 的权重几乎一样
,

第二种情形里 Μ 为半整数的权重为 。,

但

Μ 为其它值时都不为零
,

所以不论哪种情形都与 ∗8 ≅8≅ 等提出的 日真空对应的

Τ必
Ρ
Τ
� Σ −

]占>宁一
。
? >� # ?

不同
<

五
、

对态矢的要求

∋8 ≅Α
一

7Β ΧΧ( 场具有约束方程

ϑ8 >+ ? Σ 认才 δ Ξ8: ϑ+ 汹畜Σ # ,

量子化后要求物理态满足
一

‘
< ‘

几

:
·

>汉?Χ价Θ Σ #
<

另一方面
,

在 Λ: ε 31 98 Χ 规范下理论对于与时间无关的变换木变

+ 、

‘ 4 Ψ + ‘4 牙
‘
δ Β4 ϕ Φ

、4 万Χ ,

>�  ?

>� � ?

4 Ψ Σ 。才孟。>α ?2 8 <

>� ∃ ?

上述变换可由一么正算符 尸入 完成
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、Η
、

,
�、

、�河汁Γ乡β=
月

斗
月
件
‘
斗

β‘、产正、β、
、。孟 一

Τ
η∃ α +’Ρ>甲“

·

十 “κ“ ,“?
·

对于这一类变换
,

其参量函数有下列性质

Τ⊥ Τ、 ϑ1
,

又
·

>⊥ ?、 1

则可用分部积分将 >�� ?化为

。孟

一 Τ
η ∃·‘

·

>α ?>二
Β

“Ρ δ Ξ8
κ ∗

“,“Ρ ?
,

所以物理态必须满足
。‘外  价Θ Σ  价Θ

<

>� Π ?

因此物理态可构成如下
Ρ

Τ、
‘

>α ?Θ
3 ; , Ρ

一

∴
〔。‘

·

>α ?〕一 , +
‘
>α ?Θ

,

>斗∀ ?

积分是对所有满足条件 >∃  ? 的 扩>⊥ ? 的泛函积分
<

∗8 ≅8≅ 等选择的  成>二?Θ是绕数为
1 的态 】#Θ

, 。‘χ‘中含有 >Κ ?式的 2 , 2 , , 了∃ ,

⋯
, 了 一‘,

>了
一‘

?
� ,

艺
。 ,

Χ
,

Θ

⋯ 因此自然 >�∀ ?有

的形式
<

积分形式的态矢 >∃� ? 事实上也符合 >� ∀ ?
,

只不过其 )+
‘
>二?Θ是一个积分

Τ+
‘
>α ?? 一 ∴Ρ

·
>。? Δ, ?“、

,

在 2 ,

尸
,

⋯
, 2 一 , ,

>2 一
 ?

� ,

⋯ 作用下就遍及整个 Μ 空间
<

: 8 ΧΧ8 ≅
等构造的

 ∀Θ一 万: ‘, #
)
≅

Θ

很易证明其满足

2 Χ8Θ一
: ‘:

Χ8Θ
<

现在证明 >∃ � ?式的 】8? 也满足 >Κ  ?
Ρ

我们将 >∃� ?改写成

Τ。? 一 、

∴一
。Χ δ “,

一
〕Δ。Θ、。

<

由于 ΧΜ Θ是 χ 的本征态
,

所以上式可写成

 外 Σ

将 2 作用到上式两端
,

得

、

∴一
。 δ Ρ 、

一
。ΧΤ, Θ、。

·

>� ! ?

>Κ # ?

>Κ  ?

>Κ � ?

>Κ ∃ ?

2 ,”Θ一 2

∴
、

Δ一
。、δ Ρ , ·

一
〕Δ、Θ、、

一

∴
、 ∴2一

2 一 2 #  δ ‘+ ·

一
Χ了一2 , , Θ‘。

一

∴
、 ∴

一
〔Χ δ ‘, ·· ς �

一
〕Τ、 δ ‘?‘。

一 、

∴
一“一

,。‘ δ , + · · ς �

一
, , , δ ‘Θ‘,
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二二二二

、

Τ一
Ρ , δ 万

·

‘

一
”‘、

’

?η 、

“:
Χ8Θ二 >Κ � ?

在上面的推导中
,

我们用了变量变换 了Σ Μ δ  及
。一

‘ Σ  的结果
<

由此看出
,

由动力学的机制导出的 ∀ 真空的态矢 Δ∀Θ也满足约束方程的要求以及在

2 作用下只改变一个相因子
<

作者感谢朱洪元先生对本工作的支持及讨论
<
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