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摘 要

本文分析了 ≅ 0 ,

群无穷小算子的对易关系
,

发现 ∋ 0
,

群的容个无穷小算子

可以按其在 ≅姚子群下的变换性质表示为
Α 一个标量算符 2 ,

一组角动量算称

1 6 , 1 。,
1 一 ,
及两组秩为 �Β = 的不可约张量算符 −头6ΒΧ

,

3 Δ 。
‘

利用 万矶 群无穷

小算子的这个性质
,

可 以容易地求出 ≅0
,

群的所有有限维不可约表示
, ≅ 0 ,

群的

约化系数等等
4

本文给出了在 ≅0 ,

群的不可约表示 >几产?中所有的无穷小算子对应的矩阵
,

从而完全确定了不可约表示 〔又产? 及其表示空间 ,>
孟
代 我们还给出了 ≅ 0 ,

群

约化系数标量因子所满足的方程组和对称关系并给出了 >又产? � �  !∀
,

� 又产∀ 。

� !  ∀
,

�协 ∀� � # ! ∀
,

�林∀ 因�   ∀ 约化系数标量因子的代数表达式奋
∃

在本文最后
,

我们定义了 %& ,

群的不可约张量算符并证明了相应约 ∋ ()∗ +,−
. /0 122 定理

∃

本文中所用的方法完全可以推广到其他紧致单纯李群中去
,

在相继的两篇

文章中我们用类似的方法讨论了 / 3 , 4 3 , ‘3

群的不可约表示
、

减 2
’

5去
,

6 7 万

我们知道存在着四种秩 # 紧致单纯李群
8 , , 即 9维特殊么正群 :矶� ;

<

∀
, = 维旋转群

> 关4
3 ∀

, # 维辛群 :?≅ � 仇∀
,

以及例外群 Α 3 ∃

近年来发现相当广泛的物理问题与秩 # 紧致

单纯李群有密切的联系
∃

例如
,

在核结构方面 : & 9

群与原子核的集体转动有关Β’, ” , / <
群

与原子核的四极表面振动有关味6Β, 而 4 3

群与原子核内核子的对相互作用有关2:, ΧΔ ∃

在这些秩 # 李群中
,

讨论得最多的是 %& ,

群
∃

对于 % & ,

群已经解决了许多问题
,

如

: Ε ,

群的不可约表杀
,

直乘的分解‘约化系数山 ,Β9 ,Β,Δ
∃

但是所用的方法只适用于 3 Ε
。

群
,

不

能推广到其他李群
∃

此外 % & ,

群的约化系数
,

虽有一些数值表2ΒΦ ∃Β’ 
,

及一般表达式山 ∃Β= , , 但

简明的代数表达式还没有给出
∃

至于 :& ,

群的不可约表示
,

约化系数等问题也有许多人进行过讨论队26∃  Γ ∃

我们知道
,

李群的理论是很完整的
,

对于单纯李群
,

我们可划出它的根图
,

权图归
,

∃

根

据这些性质
,

应该可以解决求李群的不可约表示
,

直乘分解
,

约化系数等问题
∃

但是
,

实际

本文  Χ 6Γ 年  # 月 Γ 日收到
∃
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上在解决问题时
,

这样作下去是有困难的
,

这困难在于 ΕΧ, �ΦΓ
4

�
4

除了最高权以外
,

其他的权一般讲都是多重的
,

这样如何来标记属于这个权的本征

矢量 Η ,8
Ι8ϑ Ε6, Χ�

指出
,
需要引人 >/ 一 Χ� ?Β = >/

, ( 分别是单纯李群的阶与秩? 个附加算

符
,

但是如何选取还没有解决
4

=
4

李群除了秩 � 李群外
,

都不是简单可约的
,

即两个不可约表示的直乘所包含的不

可约表示的次数大于 �
4

这样就产生了在求直乘分解时如何标记这样的不可约表示的问

题
4

我们从分析秩 = 单纯李群的根图出发
,

对秩 = 单纯李群解决了以上两个问题
,

而且这

个方法是可以推广到秩大于 = 的李群中去的
4

我们所用的方法与前面所述的一些作者所用的方法比较起来是简单的
,

而且不需要

有对称群 Κ 群表示论的基本知识
4

此外
,

我们给出的 ! 0 Χ
群不可约表示的表达式也比较

简单
,

而且给出了一些常用的约化系数的简明的代数表达式
4

在以下的两篇文章中
,

用同样的方法解决了 几
, Λ Μ Ν Α

群的问题
4

用这个方法还可以求得秩 = 单纯李群的一些无穷维表示
4

用这个方法也可以求阶化李代数的不可约表示
4

二
、

‘姚 群

�
4

Χ 认 群的无穷小算子

≅ 0 、

群的根图由图 � 给出16ΟΧ
, ,

我们把 ∋ 0 Χ
群的 ; 个无穷小算子取为

2 三 Π 6 Ο Χ% # Θ

1 , 三 Ρ
Α
一 一了万. Χ ,

乓 二 Ρ ,
一 了万. Α ,

Σ , 三 Ρ
,
一 了万. 一 , ,

1 。

二 Ρ Χ

Ο 了了% Α , 1 一 , 二 Ρ 、 Ο 了万. Τ Χ Θ

− 一 , 二 Ρ ‘
一 了了.6 Θ

3 一资兰 Π Α 一 一了亨. 、
4

它们满足以下的对易关系

Ε 2
, 1

Α

Γ Ο ∀ ,

Ε乙
。, 乙Δ �Γ 曰 土乙Δ Θ ,

〔1 6 , 1 一 Α Γ Ο 一 1
。Θ

>=
4

�一 � ?

Υ >一 � ?
Υ >= ?

Ε 2
, − 。

Γ Ο

Ε 1
+ ,

− 。� <

Χ Τ
甲

丁 6 心 ,

Μ

ς − ς ,

Υ >一 = ? Υ >� ?

Υ >一 Χ ?

瓜二 训工
Ω

≅0
,

群的根图>黑线为素根? Ξ ‘0 ≅

群的邓金图
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咚
� ,

。 一 二

Ψ合份
二

力>介
宁 Ζ

6?[呱
� Θ

Ε 2
, 3 。

Γ <
Χ

一 —
犷 。 、

=

Ε乙
。,

气 Γ ∴

Ε 1 士 � ,
3
。

Γ

ς 3 Θ ,

Υ , 、 Β 、 、  

一 � � � � Τ ]� �

⋯
,

]�
= , Υ

∴ 一 丁 � 气万 一 ς 6叹丁 工 ς 宁 � ⊥ > ∗ 穿士 6 Θ

艺 ‘
4

、 沾
’

Β 、艺 Β 7

Ε Υ
Θ ,

− 。,

�

Ε ∗
Θ , 3 叮,

Γ

从>=
4

�一=? 可以看出 Α

为 � Β = 的不可约张量
4

∀ ,

ΑΒ ∀
·

>=
4

�一 = ?

1
。, 1 Δ Α

构成一组角动量
, 2 是个标量

,

而 − 士圣
, 3 Δ 釜各构成一组秩

具体计算可得

1
 一=>。Α Θ 一 >二 , 一

丫
>夕Α , Ζ 、

Α 。?Α
一了 >=

4

�一 Χ ?2
��=

其中

>“了‘一军份
,

列朴甲
ς,,

>Α 。 , 一
募枷合小卜

Σ ς,,
>=

4

�一 Χ
‘

?

系数
_合

,

合⎯,7种
是 )

·

Ν
·

系数
·

由 >=
4

�一 6? 还可以得到
−

Θ
Ο >一 ?圣

十ς

>∗ 一。
?
Ζ 4

>=
4

�一� ?

≅0 ,
群的 ) 8≅  而

Υ
算子可以写为

。 一 生丁
Α Α

Ζ 生 , >, 十 Χ? Ζ =了了>。 Α

解
4

Χ α Χ ,

>=
4

�一 !?

=
4

∋ 0 Χ
群的不可约表示

为了完全标记 ≅Κ
、

群的不可约表示 >林 ?的基矢
,

除了算符 2 一 Χ%α 和 1 。 一了丁玩

以外
,

需要 β一 生 >; 一 Χ Ρ Μ ?一 � 个外加算符
〔
同】,

我们选这个外加算符为
=

口 Ο 一 1 (1 一 Α 一 1 一(1 Θ Ζ 1孟
4

即我们选 2 ,

口
, 1。的共同本征函数

、、了Β

切众
尹乎、Ω

为 ≅ 0 ,
群不可约表示 >几产?的表示空间 尸切 的基矢

4

>又产?
、

⎯ 2χ

] Τ
Τ

β>又产?]

Β 一
仔

�
。八尺 Β

,2
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黑?
一

2>9
十 ‘,

Ψ

票δ
一 、

Ψ捉δ
·

>林?、
‘2 χ Β

>=
4

= 一 �?

这时对应于无穷小算子 2 , 1 。 , 1 士、, − 瑞
, 3 Δ 备的矩阵为

Α

>

_

>几拼?

⎯’2
,

χ
户

>又拼?
⎯ ,

2
,

χ
,

>又拼?

⎯’2
,

χ
声

Ψ票

[黑

δ

?

一 ⎯ 占>
。 , 。

?占>2
,

2?占>χ
‘

χ ?
,

‘

Ο χ 占>
。‘⎯

?占>2
‘

2 ?8>χ
’

凡?
,

2

_ 卜
�

[Α黔一俘
、

叫
>‘士 “ 、

平
占>

⎯ , ,
4

,
》>2

’ ,
2?占>χ

, ,
χ 士 6?

,

上�士了
·

_
>又产?

⎯ ,

2
,

尺
,

>几拜?

⎯ 2χ
?
一

_
>几产? >凡产?

Χ
⎯ Ζ

Ο 二丁 2
’

‘

[⊥丁�� ?

Β � 6 α
4 ,

、
了2 χ 二二 土二了 [2

‘

χ ?
Β , 、

] 不 芯 �
4

Β 。 >
Τ 尹 Τ

工
7 、

一
Ο

万斤于于于厂
一 “

]
” ” ” ’

万?
少3 、‘ � � 一(一 几 Β

Β> 协?6
Τ 、

7>几拼?] Β >协 ?

又
。

,2’洲
∗“ [

。2、尹一]⎯福喜
,

·

石

[[3 [[
>几拼?

⎯ 2 ?

从χ 喜
土
引2’劝

, , 、

] ‘ 乙 6 Β 。 ( , 7 、

公

万而育犷
口

铲
’ “

一引
’ >=

4

=一 = ?

由 >=
4

�一 � ? 可得

_
>又那?

Χ

>又那? >几拼?
[⊥− ⊥�

>几群?
Χ

‘
Ζ 二 2

, ⎯ 2
‘

δ
一 >一广‘一

χ 6Ψ3 ��
Ω 2 Ω 十 二 2

‘

,

δ
4

>,
·

, 一 , ,

由 >=
4

�一 Χ ?可以得到

‘

ε ⎯> 2’2’
,
2入?

一 ∗ 。。>, ,

、。Ζ ∗ (
ε⎯

Ζ Α

林
2 一

’

含
‘ 一

韵
Ζ ∗

Με 二 ,

朴凡
2

,

Ζ 上 2 Ζ 韵 >=
4

= 一� ?

>又产 ?
] Β
Β ]

。

>又产? >又产?
】[3 】】

⎯ 2
δ

4

>=4=
一

Ζ’?
才

Χ一=
一

的基矢之间有以下关系

冲,>
。

。

>,
,

Θ
, , , “, 一

_
。 >又产?

Χ

一 万 2

∗ 。, ∗ 6 , ∗ Α

由表  给出

≅0
Χ

群不可约表示 >几拼?的表示空间

中数其系
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衰 �
4

系数
1

∗ 。 , ∗
Α , ∗

Α

222
‘ 2 万万 ∗ 555 ∗ <<<

∗
α

<<<

‘‘ 一

专
‘‘ 注>⎯ Ζ 2 Ζ �飞飞 666 =注注

一一一一 丁不不了了
曰

艺犷不ΥΥΥ

222 十 李 , ,, >2 Ζ 6?>⎯ 一 2 ??? Μ2 Ζ === ���

乙乙乙乙 =连 Ζ 666 =泛 Ζ ���

,, Ζ 李 ,6 , Ζ �����
‘

<<<
‘‘

乙乙乙乙乙 ���

,

一
‘ Α >林?、、

丫价2’ Ζ �? � 3 [ =卜
Τ

天 ,
‘

刀2
‘ , 扩“

[(∗ ([
>又产?

已2
?

, >,
·

, 一 , ’

χ2

沁Χ一=以一

叮

、夕Β

2

刃Χ一=仇一Β矛‘、、
、

其中

Ψ
·

[
>

Α艾
,
?6

, ,‘ ,

一

茶_
‘χ

合
宁

�
‘

·

χ

,?
∗ ·

6Θ篇δ
·

>=
4

= 一!
,

?

由〔ΧΓ 知 ∋ 0 Χ

群的不可约表示 >几拜?的最高权 φ 满足以下两条件

式 � ?
,

其中

Μφ
·

Υ >� ?
Τ

[Υ>6?】
’

Μφ
·

α> Χ ? Τ
一

6式Χ ?[
才

<

式Χ ?是 ≅ 0 Χ

群的素根
,

这对应于
‘

>=
4

=二 Ω ?

� Β 。 , 4
、

Ο 代尸
,

戈‘儿 宁 产夕,

6
=

2∀ ∴ 兰
‘

=
>=

4

= 一Ω
,

?

。γ 8 二

是 ∋0 Χ

群不可约表示 >又产? 的表示空间 ,> 切 中
‘
的最大可取值

,

而 2
。

是当
“
取

⎯ γ 8 Α

时 2 所取的值
4

把 >=
4

=一Ω了代人 >=
4

=一� ?经反复运算可得

_
>几拼?
Χ

‘ 一 了 2 Ζ 了

>几拼?
Χ 6

“

一万 2 一 了

>几产?

。
2

·

>几拼?

⎯ 2

δ
一

睁8Ζ
Μ Ρ Α Ζ � 一 Θ

?>Ρ Ζ Θ

一朴

δ一峥
‘

Ζ6?
>一

,
?>Ρ

Τ

Ζ

州
一 ‘

游
>,

·

= 一, ,

川
、

冲

Β
矛、、

,

其中

>Θ Ζ = =。?一 立 >‘ Ζ
一

力?
,

=

� Β

η6 一
Ο二

Ο

气8 一 口 η Θ >=
4

= 二Φ
,

?

在 >=4 =一Φ? 中
‘ Α Ξ 的可取值为

⎯ Ο 拼 ,

Ξ Ο ∀ ,

产 Ζ �
、

,

6三
丫

拼 Ζ 孟,

>=
4

= 一 Φ
‘,

?

利用 >=
4

=一Φ
,

,?
‘

可以得到 ≅ Κ
Χ

群的不可约表示 >切 ? 的维数
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、‘Θ Θ ? 一 >Θ Ζ Θ ?>Θ Ζ � ?>
6 Ζ 三土三、

4

] Μ Β
>=

4

=一 ;?

在不可约表示 >又拼?中
,

∋ 0 Χ

群的 Ι 8≅  γ  Α 算子所对应的矩阵为

>几拼?
⎯ 2 χ

?
一 李Ψ>Θ Ζ Χ ?>Θ Ζ Θ ? Ζ Θ ,

[。>
⎯ , , 。

?。>,
, ,

, ?。>、
, , 、?

4

>=
4

=一 : ?

( 夕

)产
几

β?4
]⎯

‘

2
‘

χ
‘

这样
,

我们就求得了 ∋0 Χ

群的不可约表示 >几那?4

Χ
4

!认 群的约化系教

>
。
? ≅ 0

,

群的约化系数及其对称关系

设 ∋ 0 Χ

群的两个不可约表示 >几
6拼�

?
,

>又
Α脚? 的表示空间是 , 。

Α“Α
?, , >孟Α“Α

?
4

它们的基

矢分别是 6>
‘

咐、
,

�>
‘

州洛
4

为了书写方便
,

我们分别用 Υ , ,

。标记 >Θ
� Θ �

?
,

>、
Α

? Θ 而

( ⎯ 一八一入 � � � ‘=八=入 = , Ο

用 了� , 了Α
标记

⎯ �2 (χ ( , ⎯ Α
2

Α

凡
4

一般讲
, , Υ Α , , Υ Α

的直乘空闻 , Υ6 � > , 3

并不是 % & ,

群的一个不可约表示的表示空

Β旬
∃

但是 > , 3

� > , 3

可以分解为 : & 9

群的一些不可约表示 , 的表示空间 > ,
的直和

,

而 > ,

的基矢可以写为

刀 Η’

∀
一

烈仁 33Ι丫ϑΚ3例几ϑ
·

� #
∃

9一  ∀

Λ
Λ

∃

Μ Ν Β Ν Β Ι 刀 , 、
Λ Λ ‘ Λ ‘ ∃ Λ Λ Λ ∃ Λ Λ Λ

⋯ Λ Λ Ο Λ
Λ Λ

二
Λ

∃

Λ

组合系数 �
− 一

Ι ∀ 称为 % & 9

群的约化系数
,

量于数 ”
是流动指标

∃

、  了# 7 了 Μ

由于 , 是 : Ε 9

群的不可约表示
,

所以约化系数满足以下方程

习33 几以ϑΠ二Ι川3ϑ

岭 33
,几,,ΘΝ丫

Ρ

, Μ≅、、∃、、,Μ∃Γ几
,

为二Σ 艺灯
, <

Ι
Τ 3 ‘

Ι
,

三
’ Ν , ’

丫ϑ
, Κ 

” ,
、

 ,
� #

∃

9一#∀

子Ο Β , # , 9

我们规定相因子
,

使得约化系数为实数并且

暇 33Ι丫ϑ
ϑ !∃

� #
∃

9一9∀

其中 于表示对应于最高权态的一组
。;Υ 值

,

而 于表示
。Υ 确定时 ; 取最大可取值时的一

组
+ ;Υ 值

∃

这样
,

约化系数满足的正交归一条件可以写为

刻
,一 Ν 3

了  # ϑ
一 “�一”“� ,

, ,”
, “�  

,  ”
·

又户
, <

7
” ,

丫7 ,到
” ,
洛
−

二了 、 飞 丫户 丫 Β 、丫 , 丫# 龟 Ν Β

占� 了  , 了 5∀占�  
3 , 了三∀

∃
∃

� #
∃

9一Φ ∀
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二 Τ Τ 二
Τ Τ

二
Τ

Τ Τ Τ Τ Τ

Τ
Τ

Τ

Τ
Τ

“
Τ Τ Τ Τ Τ Τ

Β Υ
,

从原则上讲
,

解 >’Χ 一=’
·

>’Χ 一, , 即可得到 “认 群的约化系数又么
月殉6刀

>=
4

Χ一= ?仅仅有一组非 。解
,

则说明 , 几� > , 3

仅包含 > ,
一次

,

若 �#
∃

9一#∀ 有 ς组非 。独立

解
,

则表明 > 几Ω > 几包含 > , ς次
∃

从�# 9 一#∀ 我们可以看出 : & ,

群的约化系数满足以下的对称关系

,,

、、Θ≅了、、Μ
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∀
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户
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艺
; 。

产
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一 习 4 砂 Ψ 。 ,
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∃

9一 =,

∀习
Ζ

一一
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∃
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Ν 3  ∃ Ν9

+ 3 ; + 9;9ϑΠ
、 、 、。 ,;

9Υ 9

,
,

� #
∃

9一∴ ∀
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凡夕是 Ψ 一Α
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+ 3 ; 已9; ϑ称为约化系数标量
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·
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∃
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∃
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界
5

你
3

二
3 ·  叭 Σ 酬

。

几
5

二
, ‘

∃

Ι
”

∃

刃
‘玉;玉Η +

‘

;
,ϑ

ΙΗ] 7Ι
,

+ ,

;

岭味
,

ϑ
,,人Μ‘、、、、

了
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∃
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∀ �
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而
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Π
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其中的正负号不难从 >=
4

Χ一!? 式决定“
、

一
Τ

一
、 ,

>Ι ? 约化系数标量因子中流动指标
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的确定
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∃
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·
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2ϑ
,

群 4% 枷
,
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,
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∃

−一 Δ
‘
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,

群

4% 娜 /∗ � > �!# ∀
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所得结果在表 # 中给出
∃ 一

’ 、
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因子
∃
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