
第 � 卷 第 � 期 高 能 物 理 与 核 物 理  !∀
#

�
,

∃ % &
# ,

∃ %
。

�

∋ ( ) ( 年 ∗ ∋ 月 + , − ./0 1 2 ∃2
3以1 2 4 % 3 5 6. 2 5 7, −.68 1 ∃ 9 8 : 2 1 3 ∀.

∋ ( ) (

阂空间拓扑非平庸球对称场中零能费米子

侯 伯 宇 侯 伯 元

;西 北 大 学 < ;内 蒙 古 大 学<

摘 要 一

本文讨论了 9 ;∋ < 点磁荷场中零能费米子解的个数及其物理性质
,

特别是

轴矢流部分守恒的反常源为磁荷
,

及电荷的有效分布集中在磁荷点的现象
#

本

文又采用同步规范局部坐标系明显地将任意同位旋 自

无源场中的方程分离变量
#

证明了零能解仅有 = 一 %
,

旋粤粒子在球对称
、9 ;∗ <

乙

一一>
/一∗

一一=
/一∗

一一>

∋ , % 的情况
,

并且明显地求 出了同位旋 ∀ 为任意半整数及 ∋ 时的解
#

规范场中零本征值费米子解与 1 ?6 8≅ 反常
、 Α 7 破缺

,

瞬子及其微扰解数
,
真空隧道效

应以及费米子数 ∋ Β ∗ 等问题有关 Χ6,
∗ , ,

近来受到了注意
#

此种解的存在条件涉及非平庸的

拓扑性质
,

故一般底空间需是可紧致化的欧空间
,

而欧空间中零本征值费米子的物理解释

要联系到阂空间的虚时间隧道效应
#

本文讨论阂空间拓扑非平庸球对称场中零能费米子
#

第一节讨论 9 ;6< 点磁荷场中带

电费米子
·

阐明了四维阂空间的解数如何取决于角向方程
,

以及球面上的场
、

方程
、

波函数

分别与二维欧空间对应式的关系
#

分析了零能解的物理量
Δ
特别是轴矢流部分守恒而在原

点 ;磁场的源<破缺
,

及 电荷的有效分布集中在原点等有意思现象
#

第二节中讨论 .9 ;∗< 无

源球对称场中的费米子
,

运用球对称同步规范标架将此背景场中任意同位旋的自旋 ∋Β ∗ 费

米子的方程分离变量 利用背景场的边界行为证明了仅有 = 一 。,

Ε> Φ 一 生 Γ

∗

∋引 Η ∋ , % 的零能解
#

并且明显地求出了同位旋 ∀ 为半整数及 ∋ 时的解
#

设在强度为 Ι Β8

电子的电荷值
, , , Ι

一
、

在点磁单极附近的零能费米子

的点磁单极的磁场中
,

有一电荷为
∗, 。 ,

质量为ϑ的 Κ/ ≅Λ Α

及 =

粒子
。

为

为量子化的整数;半整数 <
#

则它的定态波函数满足下方程
Δ

、
、了

、
、)心#几,‘

才

‘
、Β‘、

其中  是规范协变微商

丫
·

 价 Μ ϑ价一 八2 价
,

 Η 口一 /梦8 1
#

本文 ∋ () Ν 年 Ν 月 ∋ 日收到
#
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一而规范势 1 ‘ 1声
Γ Δ

Ι
? , 二二二

—丫

6 一 8 % .
.

≅ 滋Θ .
;在北区 <

一 渡

杯石
Ο

。

溯
才 ,

Η — ‘ , ‘‘份一青‘‘
, 己 ≅ Ρ6Θ 口

反� <

Σ在南区 <

这时存在守恒的总角动量

= Η ≅ Τ ;7 一
二 、 ≅ #

6 Υ,
妙 0

汽 ∗ 一 > 一 个
,

丁 ‘
。

≅ 艺
;斗<

其中工为 Κ/ ≅Λ 。
矩阵

, > Η Ι ,
取量子化整数或半整数值

,

一 > 二项代表电磁 场 内桌角

动量
#

以下求 万 Η ς 的解
,

为此选 为了Ω

为对角的表象
Δ

Β

6
、

一一八价

! 、
Ο

】
, 丫Ξ

Η
忆下Β ΠΠΔ<

Κ

一 6

Λς一
了

Φ
、

一一下

其中 心、 %
、

红 6 等均代表 ∗ Τ Ψ 矩阵
#

并将波函数 砂表为
, Ο

十
、

价一 ;
‘ Ο

<
、Ζ Β

其中尹都是两分奎的
#

一为分离变量采用推广的两分量火算子
Δ

尺 兰 一 ∋� Γ .犬丙二 矛亨Τ Μ ∋ ,

即将通常 尺算子中的普通微商 Λ二 改为规范协变微商 [ ∴#

再利用易证的
Ο 一

Ο Ο

Β 刁
,

∋ 、
。

’

 一 仃≅
卜二 Π 一 , 一

— ∋
入口≅ ≅ Β

∋
Ο

。

一 —氏入一 ≅

其中
丁

伪<式代入;6 <式后得;当 2 ς ς 时<
Δ

∋

价 Η — 口
#

≅
。

≅

「 了Λ
,

∋ ]
百口奋 龟

—
Η ≅
—

蛋

:
’

]Λ , ‘
选

∋
Ο , ,

一
, ‘

一 —氏人 十 才⊥扮
一 ς

·

解;∋ % <式最方使是用 尹
,

了
_ ,

与 %## 的共同本征态为基展开、即如下式选完备基
Δ

硫和
,

�
, ·< 一

抨票风
产一

加
”

, ·

协
,

ς,≅/
,

其中

而 Ρ , ,

一 客
‘
式甲

, 口, ∋ <” 乙 . Γ

,Κ 二
,

从甲
, ς , 丫<#

;亏<

;� <

;夕<

;Ν <

;, <

;∋ς <

; ∋ ∋<

;∋ ∗ <

为通常
。Δ 的本征态

,

表为
Δ

、、,,_
了

ς
‘∋Ψ侄、了]

一一儿

、、、百#护
飞盖Θ曰Β

6
、

66主忍了

于是
, ,

为 诉 的本征态
,

例如
Δ
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Β Η 旦 、
了 ∋ 《口<

Ο

仃
Ο

—
Ξ了< 】 二二二

二
Ο

、
“

/Θ 了
‘

勺

Β
Α 。。
旦

。 ,

八
了卫〔 Θ 】 Ο 仃

Ο
口< ⎯ 二二二 ∋ ∋

、.6 Θ
万 Β

易见此组完备基 ;∋ ∋< 具有如下性质
Δ

_ , 刀众
, Γ

Η /;α Μ 一<刀几
,
二 ,

=
_ 刃粼

, ,

Η β 刀盆
, , ,

价刀粼
, Γ

Η ∗拌叮翔
, Γ ,

尺 Δ 翔
,

Γ

Η ∴
Γ 、粼

, 一 , ,

其中

;在北区<

;∋ � <

;在南区<

;∋Ξ <

。 ΒΒ 二 ∋]_
,

八 宁

Η
,
6、∋ 十 二, ∋ 一 >

Π

 、 若 Β

令 ∴ 士 一 国 χ吉;
,

<呱
,

,

代入;”<并利用稿
, Γ

的正交完备性得径向函数拮;
,
< 满是方程 。

;李 Μ 三、≅, ;
,
< 一 生 、

。

≅,
。

;
,
< 二 Δ 二、≅, ;

, <一 。
#

] 口犷 犷 Β ≅
;∋ Ω <

考查在Α% 的渐近行为
,

可见仅当有关各方程第一项与最后一项系数比均为正时始有相容

的束缚态解
#

当∴ 。 矢 % 时
,

九;≅ < 与 χΗ 式
,
< 两函数有关而其方程组最后一项符号相反

,

可

见无束缚态解
#

仅当 ∴
。

, ς

可能有如下束缚态解
Δ

即 α一 ∀, 卜冬
,

由 ;∋ ∋< 知还
封

Γ 一粤兵< 时
,

才
‘ 艺 6宁∋ Β

其中 4 ;
,
<满足

Δ

解得

, δ ς;产 δ %< 时
Δ χΜ ;

≅

< Η % ,

χ一;
≅

< Η ≅ ;
Γ

<
#

, ε ς;一
‘

ε %< 时
Δ χ一;

≅ < 一 % ,

χΜ ;
Γ < Η 尸;

≅
<

#

Β Λ
#

∋ 、 Ο , 、 # , , Ο , 、

戈京 Μ 司 4;
Γ

, Μ ϑ Γ ;
Γ

< 一 。,

召泛丽
,

万 又
犷
夕Η 一丁一

‘一ϑ ≅ ·

;∋� <
当当

;∋) <

虽然 4 ;
,
<在原点奇异

,

但是

Σ了
刃’

;
·

’
·汾犷 Π

即解可归一
当 ∴

,

Η ς 时基矢 ; ∋ ∋< 为 尸
,

=
_ ,
诉 以及 ∴ 算子的共同本征态

,

其 /
, 拌指标全由 > 值

决定
,

可表为
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刀, ;甲
, 日

Δ <一
、

Σ军亘
刀Δ

,
, 一。;, ,

Λ
, , <

Φ 二;, ,

%
, Δ <

,

 斗叮

;
,

∋ ∋ ∋

Η 6> 6一 花厂 ,

Ψ

二典、
∗ 6> ΕΒ

;∋ 6Λ

<

此式实质上与文献 Χ�∋ 所用 如 相同
,

总之
,

在点磁单极附近
,

经典 Κ/ ≅ΛΑ 方程存在可归一零能解 4 ;,
<刃贰 甲 ,

!
,

力
,

它是

。 Δ 。

与。
Δ

的本征态
,

本征值分别为一共 与共
,

解是 Δ / Μ ∋ 维简并的 ;/ < 。 < 一 , <
,

6> 】 6> Ε

即解数
, Η Ψα Μ ∋ 二 ∗ Ε宁Σ

#

以 Κ /β 必一 ;Κ/ β 币十< 表示 丫Γ 丫,

本征值为负;正 <的本征态数
,

则上式可写为
Δ

第一阵类示性数三 ∗> 一 Κ加 价Π 一 Κ/ β 价十 ;∋ Ν <

此式与文献〔Ξ ⎯所引 /Θ ?8 Τ
定理相似

,

但该文相应式中左方是二维欧空间涡线势的缠绕数
,

右方是二维
“丫Ω ”

取负正本征值的零能解数差
#

本文右方则指 了Ξ 了。本征值为负正的零能

解数差
#

二者的联系是
Δ 因 2 一 % 使 Κ/ ≅Λ Α

方程;6< 可分块对角
,

径向边界条件进一步

要求仅当 ∴
叮

Η ς 时有
一

可归一解 ;于是波函数可同时为 诉 的本征态<
,

且解必在径向微商

前的 件 Η 一为丫必 取正值的子空间内
,

亦即 为竹 的本征值符号与 价 的本征值符号相反
,

于是间题化为角向方程 ∴价 Η ς 的解 , ,
中 诉 的本征值为正负的个数差

,

即磁量子数 ,

的取值范围
,

有意思的是这里将解的个数与群表示的维数相联系
#

为清楚说明问题
,

如下

列表对比
Δ

在二维欧空间的量

汗 , , ,

乙此处 只 φ ∋ , ∗ ,

求和 <

在四维阂空间角向部分对应量

形 。 一矛召 ,一价
, 分矛甲大 Μ ∋

 % ≅Υ 8笼 Η 汉。 φ 。, 1 , 二 三
亡

Η !

本征态

6 一 Α % . 口

./Θ .
再乓几

∗ ( ∋
滩

#

仁Τ < 二 二二巴

—
Ν ∋ ,

纪 ,

「 、
口 ∋ Μ Τ

‘

2 Η !

“丫, , ,

一 Λ ,

本征态

一;
子‘ 十 尹夕

一

乃
;=

6
Ο

Ο

8 、
∀ ‘。吕

— 、
,

∋ ∗ ∋
。 ‘ 毕月 Φ Η ‘ Δ ;, , Ν , 一 沪夕

丫 ∗ 、
#

Ν
Ο

∋
∗

] .β Πφ , “ 甲∀
] ∗ ∋

· ”Μ ‘

一 ‘
·‘·

行
夕, Μ ,

;
;6 Μ 二 ∗

<

ς

‘
’, Μ ‘

一 Κ 二
,
一, Μ 奋;, , 8 , 一沪<

‘
蚤;辛

,
Ν

,

一 卯<
、Φ
了咭

∗

�

二者通过下列关系相联系
�

 为
‘

甲
, ! ∀ # ∀ 一 ∃

! ∀ 左
%

即二者经

八飞∃&∋一
(一∋)一
,∗日一

,∗+一∋

,−.
·

.∃/

一

0
子叮矛%∃几%、、

1一∋∃

一万其中 ∀ ! 2一
3 � , 4 。

5 一丫万
6 ( .
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保形变换相连系
#

其中
∋

∋ Η > 一 二
一 ,

Ψ
即 Ψα Μ 6 Η ∗叮一 ∗ , Ι δ %

,

文献 Χ Ξ ⎯ 相应于本文

的 , 一 ∋
,

∗ ( Η
。

δ ς 的情况
#

当 > ε ς 时应得含 .一备的解
#

比较中微子理论由于 ϑ Η ς ,

波函数可按 了,

本征值分为两分量函数
,

它们是 Λ
·

尸

的本征态
,

无确定宇称以光速运动
#

现在 2 Η ς 解可按 丫Γ ∋ ,

本征值分解为两分量函数
,

它们是 Λ
· ≅ 的本征态

,

也无确定宇称
,

但为静态
#

以下分析零能束缚态的荷流等物理量的分布 ;略去了共同因子 。 <
,

=∴ Η /必∀ ∴ 价Η ς ,

。 一 价
γ

, 一

半
8

Η 犷Δ
·

=是Η 毋丫
, ∋ ‘必 Η 一

/Ψ ϑ
≅ ∗

8 一 ∗
阶刀

γ 口犬叮
,

刀 Η 子了
Ω 了Ξ
价 Η ς ,

= , Η 毋丫Ω必Η
∗ϑ叮 名Ψϑ Ο ∗材 , γ

一 厂下 , , 厂 Α 一 刀 刀

∋> 6 ≅ Π

∋ 二
#

八

百丽啊中 一 ⊥ ·

矩矩磁电

Θ 6 二

犷天 Η 一 二二Π 丁 中丫Ξ 了尺中 Η 一
Ψ ϑ

> 6
Ο 一Ψϑ , Ο γ Ο Ο

∋一下
Η

一又
‘ ,∀ 口 ∴ ,6

。

> 6 ≅

华意到 ”为 诉 的本征态
, Δ γ

“ , 中仅径向非零

非零
,

除原点外
,

此流是部分守恒的
、“
正常

”的 Δ

爪乃 Η 岛片 Η

仅在原点;磁场的散度非零处<存在反常
#

由于 价是 为了
,

本征态
,

使

刀γ
氏刃一 共

, 场
#

所以 =, 流仅径向部分
Φ叮 ∋

一 Ψϑ =Ρ ; ∋( <

=Ω

一
‘

击
一

“ 一 ‘

希
, “ +二

再比较 ;∋ ( < 式易见由电极化 尸∴ 产生的束缚电荷 一Λ ∴ 尸∴ 与自由电荷 + 除原点外处处相

消
,

结果如同电荷全集中在原点
#

总之
,

在点磁单极周围有一 Κ/ ≅Λ 0
粒子零能束缚态

,

不

仅能量
、

动量等都不改变
,

且除原点外电荷分布也不改变
#

由于势 1 在原点奇异;这是规范无关的
,

因为场强也奇异 <
,

故此方程的算子在原点奇

异
,

与此相关存在有 :/ +玩 困难
#

我们所求解在原点也存在有奇异
#

严格些应该说本文

采用原点的边界条件
Δ χΜ; ς< 一 ς ,

当 > δ ς ;或 χ一;ς< 一 ς ,

当 > ε ς<
,

如文献 〔Ω⎯

所讨论
#

或者为避免 :/ +η/ Θ 困难
,

文献 Χ� ⎯设 Κ/ ≅Λ Α

粒子还有小反常磁矩

证仅当
‘ δ ς 时才有 护 。 χ生;

,

<‘ 型解
,

但这时

益 ;‘Μ ‘
< 可
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≅;
,
<‘ 生

。一‘一

粉
,

;
‘ δ %<

;∗仃<

当 二 ε 。时无此解
#

此解的角动量仍限制为 /一 Φ, ∀一粤
艺
其性质与我们前面的讨论完

全类似
,

但它在
,

、 ς 与
,

、 Α% 时都趋于零
,

无原点奇异
,

避免了 :/ 内
Θ 困难

#

的是
,

这时除了上述类型解外还存在有
< Φ , ΕΜ 粤的零能解

Ψ
它们仍为 为价

有意思

的本征

态
,
但不再是 Λ

·

≅ 的本征态
,

也非宇称的本征态
#

当阵类示性数一定时
,

它们的数目可以

有无穷多
,

但是当
Δ δ ς 与 Δ ε ς 时

,

为∋ ,
本征值分别为土值的 α

, β , > 相等的解一一对

应
,

解数相等
,

而仅;∗ ς <型的解数不一样
,

将 ‘乏 ς 在一块考虑
,

仍有关系如;∋ Ν <
#

二
、

.⊥ ;∗< 规范场中零能费米子

静球对称不可约化 . ⊥ ;∗ <无源规范场必为同步的
,

可选
几

同步规范表为
Δ

牙了Η 。Γ。 ,

Χ ≅ 甲;
≅
< 一 ∋ 6Τ ≅

Β 8≅
Ψ

ι 军Η /‘;
Δ
<

Τ 。

Β
8 ≅ #

Χ Γ Η ;
Τ 6Μ 二

孟Μ
二孟<蚤

, /、 , 、 Δ Η 6
,

∗
,

� ⎯

它可分解为可 1侧 化部分 1 与不可约化部分 ϕ Δ

κ 了Η 1 了Μ ϕ 了
,

1 了Η 一。, 。 , Δ ‘

Β
8 ≅Ψ ,

ϕ 了Η 甲;
≅

<。,。 , Δ ≅

Β
8 ≅ #

为使总能量有限
,

还要求它们满足如下渐近条件
Δ

≅ 甲;
≅
<‘ ς , λ ;

≅ <” /夕
,

;∋夕】δ % < ;当
,
·

。 。 时<

≅甲;
犷

< γ ∋ , λ ;
,

<。 ς
#

;当
,

, ς 时<

满足上条件的无源解已知形式为
Δ

;∗ ∋<

;∗ ∗Λ <

;∗ ∗ μ<

;∗ � <

甲;
Γ

< Η 夕
.
甲

, ’

;∗ Ξ <
Β ∋ 、

λ ;犷<

一
‘
甘 一 夕Α ‘ν 夕犷<

·

在此规范场中 ϑ Η ς 的自旋 6Β ∗ 同位旋 ∀ 的粒子满足如下经典 Κ/
≅ΛΑ 方程

Δ

介) 灿 Η ς
#

;∗Ω <

其中

5
‘

为

甲
拜

Η 口
拜

一 /8 5
“

砰 Δ
, ;∗� <

. 9 ;∗ < 产生算符
#

以下选 丫,
对角表象

Δ

一 名叮‘、 Β
α, ο 月

Η 、
ς Β 、 <

, , Ω

一

;
ς

一 ∀
;∗ ) <

而波函数表为
Δ

;∗ Ν <

其中
、士
都是 自旋二维

、

同位旋 ∗∋ 十 6 维旋量
#

由;∗ Ω <得定态方程
Δ
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。口
尺) ∴ 士 λ ;

≅
< 5 “Τ “

Β
≅
<∴

士 Η 土2 ∴ 士 #

;∗ ( <

由于同步球对称性
,

存在守恒的总角动量
Δ

= Η , Τ + Μ 5 十 生 口

∗

为便于分离变量
,

仍采用推广的 ∴ 算子
,

这时仍有如上节 ;) <
、

;Ν <式的关系
,

但其中规范协

变微商  应改为仅仅以规范势可约部分 1 罗;;∗ ∗ Λ

<式 < 为联络的规范协变微商  ;汉 ,
方可

与 = 对易
,

即 Δ

寸Ε
注 , Η Λ , 一 /8 注尽了

‘ ,

;∗ � Λ
<

∴ Η 一 /“, , 、价 Τ ,) 忿
< Μ 6 ,

;) Λ
<

。 Δ1< 一 。
;景

Μ

劲
一
令

%’≅ ‘
·

于是可将;∗ ( <式化为
Δ

卜;景
‘

;
≅

Μ

劲
一
扣≅∴ 一试

·

<于
‘

刊
护 一 、 γ2Τ

士
#

;口 Τ 5 <千 /λ ;
,
<

;.Λ
<

;� ς <

在具体对上式分离径向与角向变量以便求解时
,

通常采取对固定极轴投影的本征态为基

矢展开
,

使计算非常麻烦
#

现将 尹 的角向部分按反映问题对称性的局部坐标系的完备基

展开
,

即令
Δ

Τ 士 Η 艺 χ乏
,

;
≅

<‘
二

, ,

;, , Ν , Δ <
#

;� ∋ <

其中

Γ
Γ

, ,

Η

丫平
Κ “

,

一
‘二

;� ∗ <

耐
,

为电荷算符
;
同位旋 了在局部极轴上投影 )’

,

一 ≅
·

劲
的本征态

,

它与同位旋在固

定极轴上的投影 5 Δ
的本征态 ∀

,

可由规范变换联系如下 Δ

/
,

;, ,

Ν
, Δ <一 艺

∀
, ,

Κ 二
,

;, ,
Λ

, ∋ <
#

而上节中 呱
, Γ

乘以 ∀ ,

再经上规范变换
,

可变为本节所选的 纵
,

;注意与本节

荷 Ι Η 一 ∋ ,

故 > 一 一&<
#

弥
, ,

是 尸
,

=_
,
氏

, 5
,

的共同本征态
,

有如下性质
Δ

=∗ 舒
, ,

Η α;/ Μ ∋ <互
, , , ,

=
_

乙
Γ

# ,

Η 二乙
二 , , ,

阵互
Γ

, ,

Η ∗产蚕
, , , ,

5
≅

互
Γ , ,

一 , 乙
二 , , ,

∴杏
Γ

, ,

Η ∴
,

互一
。

, , ,

1 二对应的磁

;� � <

粤
·

;。 Τ 5 <‘
Γ

, ,

一 一‘∗ Γ
硷、十

二

‘一
Γ , , Μ ∗, #
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其中

弓 Η ;∀ Μ , <告;6 一 & Μ 6
·

<气

∴
,

Η 可
,

阵奋一
6厂二 ∋ 、,

‘ 6兔∀ 十 一 矛 一 ∗, 一 。

 ] ∗ Β

将;� ∋ <;�约代入;了%<
,

并利用;� � <各式
,

取 2 Η ς ,

再利用 外
# ,

的正交完备性
,

得零能解

径向部分满足下方程组
Δ

、≅光
,

; Γ < 一 丛 ≅主
, , ,

;Γ
< Μ

时
Μ 圣Μ Γ 甲;

≅
<χ主

, , , Μ Δ Γ

;
≅

<干 ∗产, /λ ;
≅

<χ六
,

;
,

< Η % ,

;� Ξ <

首先分析此方程组在无穷远处的渐近性质
,

由;∗ � <知

/λ ;
Γ

<、 一夕
,

;不失一般性以下假设 凡夕δ ς<

由要求方程;� Ξ <最后一项系数均为正看出如 拌& δ % 只可能有 丫,

的正本征值的解 χΜ; χ一
的

,

如 拼二 ε ς ,

只可能有 丫Ω

的负本征值的解 六;χΜ Η ς<
#

由方程;� Ξ <第二项使 爪关
Γ

<与 χ一
,

, ,

;
,
<相关

,

如 ” 铸 ς
,

一

与方程最后一项必取正
一

号

要求矛盾
,

故必须

∴
,

Η ς
#

;当 , 钾 ς <

由方程;洲<第三项使九
,

与杯
, , Μ Δ Γ

相关
,

为满足联立方程组各方程最后一项符号相

同泊勺要求
, 产,

与 一产;
二 Μ ∗产< 必须同号

,

即 &
必须满足下三条件之一

Δ

二 Η %
,

或
, 一 一 ∗产 ,

或
。 Η 一 #9#

总之有两种情况
Δ

∋
#

当 Κ /≅ Λ Α
拉子同位旋 ∀ 为任意半整数时

,

可归一的静零能解必满足
Δ

∋
, , 。 口。

#

八

护 Η 一那 一 士 一
,

入
,

Η
⊥ ,

以+ 6 Η ⊥ Γ
∗

;� Ω Λ

<

∗ 当 Κ /≅ Λ 。

粒子同位旋 ∀ 为任意整数时
,

必符合下条件
Δ

, Η 一 ∗拼 Η 士 ∋ , ∴
,

Η ς ,

即

及 二 Η !
。

而由

二种情况均只含 了,

负本征值的 χ一;χΜ Η

为 了
,

;� Ω μ<

知 ∴
。

Η

ς<
,

以下为符号简化
,

均略去 χ一 的上标而记

先讨论粒子同位旋 ∀ 为半整数时的情况
,

将条件;� Ω Λ
<代入;� Ξ <得

Δ

;景
Μ

知
户 一

户 < 十 呛沁 <6 一
,

Β

;
≅

, 一
合
‘λ ;

·

<α
产

,

一;
Β
< Π

4 士;
,

< Η 几
,

一告;
,

<土 ΥΗ 会
,

告;
Γ

<
,

阵]刁≅

Μ 生 士 鸣
, ;

·
, 一

合
‘“;

·

力4 土
;

Γ

< Η ς
#

ς
#

;� � <

;� ) 少

;� Ν <
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其中
∋

侈,6 Η ∀ 月一

—苍 ∗
再由规范场的边界条件知 4 Μ;

Γ

< 只有平庸解
Δ

万十;
≅

< Η χ圣
,

一备;
≅
< Μ χ一圣

,

备;
≅
< 一 ς ,

而 4 一
《

,

< 一 ∗χ 券
一备;

,
<有满足边界条件的唯一非平庸解

#

它是电荷数

;� ( <

, 一 士三的混合态
,

同时也是自旋在局部极轴上投影 诉 的不同本征态的混合
,

且处处保持粒子自旋与电磁场

的内真旋方向相反
,

使得总角动量为零
#

此解是 了Ω

本征值为 一 6 的本征态
,

由于 = Η ς ,

解不简并
,

解数为 ∋
#

这因对静球对称不可约化
#

Ρ ⊥ ;∗ <规范场只能有同步解
,

故限为 Ι 于

一 ∋ ,

而边界条件又限制为 ;� ΩΛ
<

,

, 6 Ο

Ο ∋
∋ 歹 6 一 —∗

故第一阵类示性数只能为 ∋;∗ Φ引Η ∗ Ε川Η

∋ <
,

即当 Κ /≅ ΛΑ 粒子同位旋为任意半整数时
,

零能解都是非简并的
#

利用规范势的明显解析表达式;∗ Ξ <
,

还可具体积分得 Κ/ ≅Λ Α
粒子零能解径向部分的

解析表达式为
Δ

χ;≅ 卜 一
‘;.νΙ

·
<
一‘

补邵
‘

;卜
、 一 。, ∋ , ∗ ,

⋯<
;‘ς ,∋一∗十∃

由此式更明显看出
,

当 ,
γ Α% 时

,

解按指数衰减
,

分布半径由规范势第 Ξ 分量在无穷远处

的渐近值 夕决定 ;它相当于 ,/ Ι Ι. 场的真空平均值<
#

此解在原点的性质与同位旋 ∀ 有

关
,

当 ∀ 一 生时在原点趋于有限值
∗

而当 ∀ 为大于 生 的半整数时
,

在原点趋于零
#

∗

下面再讨论当同位旋为任意整数时的情况
,

将条件 ;� Ω μ< 代人;� Ξ <得
Δ

、,Β、尸了
、

、Β、Β∋且,‘Λ:⊥Ξ
月’χ,α�

厂#、
7
了、月,乙

%

8
一

9‘户、诊、:
,

2李
;
与 <

 , 。

2
,

5 一 生 <一
 

,
。

2 ,
5 ; 。, 2

,
5<一

 , ∋  

2
,
5 一 。,

= + 犷 < 0 护

<且
=> , 5

,
 

,

刁
 

2
·

5 ; ? , 2
·

5 ,一
 , 。

2
·

5 一 ‘。 2
·

5 ,
,

,

月
二

2
·

, 一 + ,∃一
<

;

其中

? ! 端 ! 试 !

令

≅子2
,

5 ! 鹉
, 。

2
 

5 士Α一备
,
。

2,% 5
,

则方程组2 Β ∃5 可化为两组方程
�

了Χ2 Δ ; 石
%

≅挤2
<

5 ! Α圣一
∃

2
<
5 士 Α一备

,
,

2
<

5

:
口

?
<

≅才2
 

5 ; ? 甲2< 5 ≅犷2
 

5 ! (
,

<且
=> < ; 一 一 3‘Ε门

Φ
’ ‘ 5

 。2
·

5 ; ? , 2
·

5 ≅才2
<

, 一 +
·

≅ Γ 2
 

5 一
。甲。

·

5 ≅犷2
 
5 ! + ,

=

&
‘

∋一
<

十

∃
; 一 一 3

<

‘2
,
·

5
5

 � 2
∋·

5 一
, 2

·

5尸、2
·

, 一 +
·

憬降

在原点这些方程的解常为一个正则函数与一个奇异不可归一函数的线性组合
%

而它们在

无穷远处的渐近行为
�

2 Β Η ?

5 的解 ! ‘  
; 勺。一

气 故一般在原点正则的解在
犷

、 ,( 时不
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可归一
,

即只有平庸解
Δ

4才;
Γ

< 兰 χ会
#
。

;
≅

< Μ χ一蚤
#

。
;

≅

< Η ς
,

4广;
≅

< 兰 χ备
,

一 Γ

;
≅

< Μ χ一备
,
Γ

;
,

·

< Η % ,

;Ξ Ξ <

而伪 � μ< 的解在无穷远处的渐近行为 Η ‘ , , 一 ,
Μ 勺。

,
尸,

故可得唯一可归一解满足 ;Ξ � μ<

及条件;斗Ξ <
。

它是电荷数
, Η 士 6 , ς 的混合态

,

同时也是自旋在局部极轴上不同投影的

混合态
,

其中电磁场内襄旋非零部分处处保持与粒子自旋方向相反
,

使总角动量 夕Η 上
#

当

Γ

、 Λπ 时的渐近行为由两部分组成
,

其中
& Η 土 ∋ 部分按指数衰减

,

而
& ‘ ς 部分则按

≅一衰减
#

此解是 , ,
的本征值为 一 ∋ 的本征态

,

但由于 , 一粤
,

故双重简并
,

解数也满

Η
,

Η
’ ‘“ ” 一

”
‘

’

一一
’

一
‘

一 ” 一 Π

一
Π 一

∗

足 Δ

Θ ‘ ∗ Φ
& % Λ Δ

Ε二 ∗ Φ夕
ΥΘ Λ Δ

Φ
#

利用规范势的明显解析表达式 ;∗ Ξ < 式
,

对同位旋矢量 Κ/ ≅Λ Α
粒子

,

还可具体积分

;Ξ � μ<得
Δ

α、
,
。

;
,
< 一 下咨代

丫 ∗ 吞
≅ 乙

夕

丫万
,
ν, 夕

,
Ξ

;Ξ , <

χ/, 一 ;
·

’一 “

箭
一

命
#

在无穷远处鹉
,

一,

;≅ < 按指数衰减
,

而 鹉
,
。

;≅ < 按
, 一,

缓慢衰减
,

而在原点它们都趋士有限

值
#

总之
,

在静球对称 Ρ⊥ ;∗ < 规范场中的可归一零能费米子解的数目仍等于第一陈类示

性数
,

且它们都是 了,

本征值 一 ∋ 的本征态
,

而无 ∋ ,

正本征值的本征态
,

即零能解数仍由

;∋ Ν <式决定
#
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#
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